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《中 国 科学 院 研究 生 教学 丛书 ) 
序 


在 21 世纪 曙光 初 露 , 中 国 科 技 、 教 育 面临 重大 改革 和 莲 勃 发 
展 之 际 ,《 中 国 科 学 院 研 究 生 教学 丛书 》 一 一 这 套 凝 聚 了 中 国 科学 
院 新 老 科 学 家 、 研 究 生 导 师 们 多 年 心血 的 研究 生 教材 面世 了 . 相 
言 这 套 从 书 的 出 版 ,会 在 一 定 程度 上 缓解 研究 生 教材 不 足 的 困难 ， 
对 提高 研究 生 教育 质量 起 着 积极 的 推动 作用 . 


21 世纪 将 是 科学 技术 日 新 月 异 , 迅猛 发 展 的 新 世纪 ,科学 技 S 


术 将 成 为 经 济 发 展 的 最 重要 的 资源 和 不 竭 的 动力 ， 成 为 经 济 和 社 
会 发 展 的 首要 推动 力量 .世界 各 国之 间 综 合 国力 的 竞争 ， 实 质 上 
是 科技 实力 的 竞争 .而 一 个 国家 科技 实力 的 决定 因素 是 它 所 拥有 
的 科技 人 才 的 数量 和 质量 . 我 国 要 想 在 21 世纪 顺利 地 实施 “科教 
兴国 ”和 “可 持续 发 展 ” 战 略 ， 实 现 小 平 同 志 规 划 的 第 三 步 战略 
目标 一 一 把 我 国 建设 成 中 等 发 达 国 家 ， 关 键 在 于 培养 造就 一 支 数 
量 宏大 、 素 质 优 良 、 结 构 合 理 ， 有 能 力 参 与 国际 竞争 与 合作 的 科 
技 大 军 ， 这 是 摆 在 我 国 高 等 教育 面前 的 一 项 十 分 繁重 而 光荣 的 战 
略 任务 . | 

中 国 科学 院 作 为 我 国 自然 科学 与 高 新 技术 的 综合 研究 与 发 展 
中 心 ， 在 建 院 之 初 就 明确 了 出 成 果 出 人 才 并 举 的 办 院 宗 旧 ， 长 期 
坚持 走 科研 与 教育 相 结合 的 道路 ， 发 挥 了 高 级 科技 专家 多 ， 科 研 ， 
条 件 好 , 科研 水 平 高 的 优势 , 结合 科研 工作 , 积极 培养 研究 生 ; TE 
出 成 果 的 同时 ， 为 国家 培养 了 数 以 万 计 的 研究 生 ， 当 前 ， 中 国 科 
学 院 正 在 按照 江泽民 同志 关于 中 国 科学 院 要 努力 建设 好 “三 个 基 
地 ”的 指示 ， 在 建设 具有 国际 先进 水 平 的 科学 研究 基地 和 促进 高 
新 技术 产业 发 展 基地 的 同时 ， 加 强 研 究 生 教育 ， 努 力 建设 好 高 级 


I 


人 才 培 养 基地 ， 在 肩负 起 发 展 我 国 科 学 技术 及 促进 高 新 技术 产业 
发 展 重任 的 同时 ,为 国家 源源 不 断 地 培养 输送 大 批 高 级 科技 人 才 . 
质量 是 研究 生 教 育 的 生命 ， 全 面 提高 研究 生 培养 质量 是 当前 
我 国 研究 生 教 育 的 首要 任务 . 研究生 教材 建设 是 提高 研究 生 培 状 
质量 的 一 项 重要 的 基础 性 工作 .由 于 各 种 原因 ， 目 前 我 国 研究 后 
教材 的 建设 河 后 于 研究 生 教育 的 发 展 、 为 了 改变 这 种 情况 ， 中 国 
科学 院 组 织 了 一 批 在 科学 前 沿 工 作 ， 同 时 又 具有 相当 教学 经 验 的 
科学 家 撰写 研究 生 教材 ， 并 以 专项 资金 资助 优秀 的 研究 生 教材 的 
出 版 . 希望 通过 数 年 努力 , 出 版 一 套 面向 21 世纪 科技 发 展 , 体现 
中 国 科学 院 特 色 的 高 水 平 的 研究 生 教学 从 书 ， 本 从 书 内 容 力 求 具 
有 科学 性 、 系 统 性 和 基础 性 ， 同 时 也 兼顾 前 沿 性 ， 使 阅读 者 不 仅 
.能 获得 相关 学 科 的 比较 系统 的 科学 基础 知识 ， 也 能 被 引导 进入 当 
代 科 学 研究 的 前 沿 . 这 套 研 究 生 教 学 丛书 ， 不 仅 适 合 于 在 校 研究 
生 学 习 使 用 ， 也 可 以 作为 高 校 教师 和 专业 研究 人 员工 作 和 学 习 的 
参考 书 . | 
“桃李 不 言 ， 下 自 成 蹊 . ”我 相信 ， 通 过 中 国 科学 院 一 批 科学 
家 的 辛勤 耕耘 ,《 中 国 科 学 院 研究 生 教 学 丛书 》 将 成 为 我 国 研究 生 
教育 园地 的 一 从 鲜花 , 也 将 似 润 物 春雨 , 滋养 莘 伴 学 子 的 心田 , 把 
是 们 引 向 科学 的 服 警 ， 不 仅 为 科学 院 也 为 全 国 研究 生 教育 的 发 
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“数学 物理 中 的 渐 近 方法 ”是 我 们 在 研究 生 院 开设 的 一 门 应 用 
性 较 强 的 数学 课程 ， 也 可 以 说 是 数学 物理 方法 的 续篇 ， 在 现代 科学 
研究 中 ， 主 要 是 理论 分 析 工 作 中 ， 这 类 方法 应 用 得 相当 普遍 ， 它 几 
乎 已 经 成 为 力学 、 大 气动 力学 、 海 洋 动力 学 、 声 学 、 光 学 和 其 它 物 理 
专业 研究 人 员 必 不 可 少 的 数学 工具 . 在 近期 文献 中 ， 使 用 这 类 方法 
来 解决 一 些 重大 的 基础 理论 和 工程 实际 问题 也 并 不 罕见 ， 可 以 毫 不 
夸张 地 说 ， 如 果 不 懂得 这 一 方面 的 基本 知识 ， 从 事 上 述 领域 的 研究 
工作 ; 阅读 近期 文献 就 会 有 一 定 困难 .然而 ， 在 我 们 的 高 等 数学 课 
程 中 ， 这 些 内 容 恰恰 是 被 忽视 了 的 ， 或 者 说 是 十 分 欠缺 的 ， 往 往 有 
这 样 的 情况 ， 一 个 学 生成 绩 很 好 ， 但 到 了 工作 岗位 遇 到 实际 问题 时 
却 东 手 无 策 ， 这 不 能 不 使 人 联想 到 高 等 学 校 的 数学 教学 问题 ， 似 笠 
令 人 有 科学 研究 与 工程 实际 脱节 之 感 ， 为 了 使 数学 教学 与 今后 的 科 
学 研究 工作 有 机 地 衔接 起 来 ， 我 们 准备 用 80 学 时 的 时 间 来 讲授 这 
门 课程 ， 并 编写 了 这 本 教材 . 

在 开始 学 习 这 门 课程 以 前 ， 我 们 首先 要 搞 清 这 门 课程 的 性 质 ， 
根据 我 们 的 理解 ， 从 两 个 方面 来 说 明 这 个 问题 : | 

1. 渐 近 分 析 是 理论 研究 中 进行 近似 计算 有 效 方法 

在 科学 研究 的 开始 阶段 ， 由 于 受到 生产 力 发 展 ， 人 的 认识 水 平 
与 数学 工具 的 限制 ， 人 们 往往 仅 局 限于 线性 问题 ， 也 就 是 说 ， 迭 加 
原理 适用 的 那 一 类 问题 ， 经 过 近 三 百年 的 发 展 ,对 这 类 问题 已 经 有 
一 系列 非常 成 熟 的 方法 了 .即使 如 此 ， 也 只 是 对 于 一 些 理想 化 的 问 
题 (简单 几何 形状 , 均匀 各 向 同性 介质 ) 才能 获得 少量 的 精确 解 ， 在 
这 些 精确 解 中 ， 还 有 相当 一 部 分 是 用 级 数 积分 ， 特 殊 函 数 表达 的 . 
研究 人 员 为 了 要 从 中 得 到 一 些 有 用 的 科学 结论 ， 工 程 师 为 了 要 把 结 
果 用 于 具体 的 工程 设计 ， 就 必须 要 依靠 近似 方法 计算 出 具体 的 数值 
来 ， 这 是 渐 近 分 析 的 任务 之 一 . | 


随 着 生产 力 发 展 的 需要 ， 人 们 必须 深入 到 非 线 性 问题 的 研究 领 
域 中 去 . 以 力学 学 科 为 例 ， 正 如 钱 伟 长 教授 在 “关于 非 线 性 力学 ”一 
文中 指出 的 ， 本 世纪 40 年 代 人 造 纤维 与 塑料 的 问世 (它们 的 本 构 关 
系 是 非 线 性 的 ), 航空 工业 采用 薄 的 固体 材料 (因而 产生 大 变形 ), 飞 
机 飞行 速度 要 突破 “ 声 障 ”( 跨 声速 方程 ), 这 就 是 非 线 性 力学 出 现 的 
工业 与 生产 背景 ， 在 非 线 性 领域 中 ， 还 出 现 了 许多 线性 问题 中 所 没 
有 发 现 的 新 现象 : 解 对 振幅 的 依赖 关系 ; 解 的 畸变 ; 间断 和 孤立 子 现 
象 ， 唯 一 性 的 破坏 和 对 称 的 破 缺 (分 岔 ); 内 在 随机 性 (混沌 ) 等 等 
在 这 一 领域 中 ， 由 于 从 加 原理 不 适用 了 ， 原 先 那 一 套数 学 方法 失效 
了 ， 我 们 必须 寻找 新 的 途径 ， 渐 近 方 法 中 的 奇异 摄 动 理论 是 解决 弱 
非 线性 问题 行 之 有 效 的 手段 之 一 ， 它 不 仅 可 用 于 局 部 分 析 ， 有 时 亦 
可 帮助 我 们 了 解 全 局 行为 ， 航 空 航天 事业 的 发 展 是 一 个 最 明显 的 例 
T. 为 了 要 计算 升力 与 阻力 ， 即便 是 今天 对 Navier-Stokes 方程 ， 用 
最 先进 的 计算 机 求解 完整 飞机 的 绕 流 也 是 不 可 能 的 ， Prandtl 的 边 
界 层 理论 (1904), 升力 线 理论 (1925) 促进 了 航空 工业 的 发 展 ， 这 不 
能 不 归功 于 渐 近 分 析 ， 因 此 ， 边 界 层 理论 是 渐 近 分 析 的 范例 . 

当然 ,电子 计算 机 的 革命 使 数值 模拟 成 为 科学 研究 的 重要 途径 ， 
理论 分 析 常 常 要 与 数值 模拟 方法 结合 起 来 解决 某 一 具体 问题 .但 是 ， 
数值 模拟 不 能 完全 代替 理论 分 析 ， 相 反 地 ， 只 有 在 理论 分 析 指导 下 
的 数值 模拟 ， 才 能 克服 计算 中 遇 到 的 有 关 收 敛 性 、 稳 定性 、 奇 异性 
的 困难 ， 才 能 得 到 一 些 真 正 有 价值 的 结果 ， HO, due, x 
非得 用 理论 分 析 方 法 不 可 ， 辟 如， 要 准确 计算 高 速 振荡 的 积分 ， 计 
算 光 波 的 传播 (波长 要 比 通常 的 特征 长 度 短 得 多 ), KAERA, JL 
何 光学 近似 可 以 有 事半功倍 之 效 . 

有 人 以 为 近似 解 不 如 精确 解 好 ， 如 果 我 们 能 做 到 这 一 点 当然 是 
好 的 .从 另 一 方面 讲 ， 我 们 在 归纳 数学 问题 时 就 或 多 或 少 地 作 了 近 
似 ， 我 们 的 方程 只 是 真实 物理 世界 的 近似 描 莫 .所 以 ， 求 近似 方程 
的 精确 解 并 不 比 求 近似 方程 的 近似 解 更 有 意义 ， 只 要 我 们 能 做 到 误 
差 在 工程 允许 范围 内 就 可 以 了 . 
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2. 渐 近 分 析 是 应 用 数学 的 重要 分 支 

自古 以 来 , 数学 的 发 展 是 与 人 类 的 生产 实践 活动 紧密 相关 的 . 即 
使 到 了 17 世纪 牛顿 时 代 , 纯粹 数学 与 应 用 数学 也 没有 明确 的 界限 ， 
当时 , 为 了 研究 天 体 运行 的 规律 ， 迫切 需要 确定 瞬时 速度 ， Ux. UA 
长 等 概念 ， 因 此 ， Newton, Leibniz 创立 了 微 积 分 学 .、 在 Newton 的 
经 典 著 作 三 卷 本 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 ， 数 学 理论 是 与 解决 质 
AEW, 流体 力学 和 潮 沙 等 问题 紧密 联系 的 . 同样 地 ， 当 时 变 分 法 的 
出 现 是 以 力学 中 Maupertuis 的 最 小 作用 量 原理 和 光学 中 Fermat 原 
理 为 动力 的 . 从 19 世纪 起 ， 由 于 数学 的 严密 化 ， 以 Bolzano,Cauchy 
为 代表 的 一 批 数学 家 开始 用 逻辑 推理 的 方法 来 建立 完整 的 体系 ， 出 
现 了 范 数 论 和 非 欧 几 何 的 一 些 分 支 ， 纯 粹 数学 与 应 用 数学 开始 分 道 
扬 镶 了 .20 世纪 ， 由 于 数学 研究 对 象 的 一 般 化 ， 在 Cantor 无 限 集 
合 概念 的 基础 上 ， 形 成 了 近世 代数 ， 拓 扑 学 和 泛 函 分 析 等 现代 数学 
^X. M 为 了 说 明 应 用 数学 特点 ， 我 们 用 下 面 几 个 例子 来 说 明 : 

1.1807 fF, Fourier 在 《 热 的 解析 理论 》 一 书 中 ， 提 出 了 一 个 
解决 数学 物理 问题 的 一 般 方法 . 璧 如， 对 于 热传导 方程 : 


Toei (0 <z<T) | (1) 
T(0,t) = T(v,t) «0 (2) 
T(z,0) = f(z) (3) 
它 的 解 可 表达 成 级 数 形式 
T (z,t) = 3^5 sin jze 7 7! (4) 
ji 


AF, b; 为 f(x) 展开 成 正弦 级 数 的 Fourier 系数 : 
b; = = 人 to) sin JTdT | (5) 


虽然 这 种 方法 有 很 大 实际 意义 ， 法 国 科 学 院 于 1812 年 授 于 Fourier 
XX. 但 Laplace, Legendre, Lagrange 却 指 责 他 在 数学 上 不 严格 . 
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而 恰恰 也 是 Fourier 的 这 种 “不 严格 ”的 真知 灼 见 是 数学 物理 中 的 
重要 方法 ， 而 且 为 抽象 的 集合 论 ， Hilbert 空间 提供 了 理论 基础 
Lord Kelvin 称 Fourier 的 这 个 发 现 为 “最 伟大 的 数学 诗篇 ”. 

2. 19 世纪 下 半 叶 ， 电 机 工程 师 Heaviside 创立 了 一 套 符号 法 则 
来 求解 电工 学 中 的 微分 方程 ， 叫 运算 微 积 法 ， 他 规定 了 符号 p 的 代 
数 运 算 与 微分 ， 积分 运算 的 对 应 关系 : 


Te | | 
ng 6 
p T > uU (6) 


Z ff o 


这 样 一 来 ， 解 微分 方程 


d 
4 7-71 | (8) 
就 相当 于 解 代数 方程 | 
(p-1)g—-1 (9) 
x 1 1 1 
z= -(1 十 二 十 一 十 ... 10 
žst tat) (qo) 
由 于 le Lg 
n: 
2 ` 3 
站 二 机 十 机 十， (11) 


这 样 就 得 到 了 方程 (8) 的 解 
r=et—1 . (12) 


这 种 方法 既然 没有 考虑 初始 条 件 , 往往 会 导致 错误 的 结果 . 直到 1920 
年 ， 由 Bromwich 等 人 把 复 变 函数 中 的 积分 变换 方法 同 它 联 系 起 来 
以 后 ， 才 使 这 种 方法 具备 了 坚实 的 理论 基础 . 

3. 本 世纪 开始 使 用 的 Dirac 5 函数 也 是 为 了 研究 物理 问题 中 
”的 集中 现象 的 需要 而 产生 的 ， 直 到 50 年 代 , 才 形 成 了 分 布 与 广义 函 
数 的 理论 . 
PE 


所 以 ， 应 用 数学 的 首要 特征 是 它 同 自然 科学 和 工程 实际 的 紧密 
联系 ， 现 在 ， 它 已 渗透 到 经 济 学 、 生 态 学 等 更 广泛 的 领域 ， 其 次 是 
它 不 像 纯粹 数学 那样 靠 逻 辑 推理 来 进行 研究 的 ， 所 以 有 一 个 从 不 严 
格 到 建立 完整 理论 体系 的 过 程 。 正 如 “一 个 不 亲自 检查 桥梁 每 一 部 
分 坚固 性 就 不 过 桥 的 旅行 者 不 可 能 走 远 的 ”那样 ， 在 数学 中 ， 有 些 
事情 必须 冒险 ， 这 就 说 明 应 用 数学 存在 的 必要 性 . 为 了 防止 出 现 偏 
差 ， 我 们 有 一 个 很 好 的 检验 可 千 性 方法 ， 那 就 是 同 实 验 、 同 实际 情 
况 作 比较 . | | 

现在 ， 我 们 对 什么 是 应 用 数学 看 得 更 清楚 了 . “应 用 数学 是 连 
接 纯粹 数学 和 科学 技术 的 桥梁 . ” (W. Prager) 通过 这 座 桥梁 ， 一 方 
面 将 来 自生 产 实践 的 数学 理论 问题 提供 给 纯粹 数学 家 ， 另 一 方面 ， 
它 将 现 有 的 数学 研究 成 果 应 用 于 解决 实际 问题 .这 种 比喻 是 非常 怡 和 
当 的 . | 

根据 应 用 数学 的 性 质 ， 应 用 数学 工作 者 的 任务 是 

(1) 用 数学 语言 来 归纳 、 描 述 科 学 问题 

(2) 用 现 有 方法 或 创造 新 方法 来 解决 数学 问题 ， 

(3) BI TERERI TREE NX, | 
不 要 认为 只 是 第 二 步 才 是 重要 的 ， 第 一 、 三 两 步 既 是 必 不 可 少 ， 也 
不 是 轻而易举 的 .由 于 来 源 于 某 一 学 科 的 数学 问题 与 其 它 学 科 的 数 
学 问题 间 具 有 很 大 的 相似 性 ， 我 们 还 要 做 最 后 一 步 工作 ， 即 

(4) 通过 一 般 化 ， 建 立新 的 数学 分 支 . 
| 这 本 数学 物理 中 的 渐 近 方法 ， 经 过 较 长 时 间 的 发 展 ， 可 以 说 达 

到 第 四 步 了 ， 所 以 ， 它 已 有 点 同一 般 的 数学 课程 相像 了 .但 大 家 一 
定 不 要 忘记 它 是 从 应 用 数学 中 刚刚 脱胎 出 来 的 ， 它 还 带 有 应 用 数学 
的 许多 特征 ， 所 以 ， 也 一 定 要 用 研究 应 用 数学 的 方法 和 观点 来 学 习 
它 . 希望 大 家 把 重点 放 在 了 解 出 现 这 种 数学 理论 的 物理 背景 和 应 用 
这 种 方法 的 技巧 上 ， 而 不 要 把 重点 放 在 过 分 地 追究 严格 性 和 逻辑 性 
E. 每 个 读者 要 热 悉 一 门 学 科 领 域 ， 并 努力 把 学 到 的 知识 用 到 这 一 
学 科 的 科学 研究 中 去 ， 为 了 熟练 运算 技巧 ， 多 做 一 些 习 是 也 是 十 分 
| 5. 


必要 的 . 复 变 函 数 与 微分 方程 是 学 习 这 门 课程 所 必 备 的 基础 知识 , 

目前 ， 国 际 上 有 关 渐 近 理 论 与 摄 动 方法 的 书籍 大 体 上 有 两 类 ; 
一 类 以 Bender 和 Orszag 的 高 等 应 用 数学 方法 (1978) 和 Nayfeh 的 
摄 动 法 (1973) 为 代表 主要 讨论 数学 方法 和 技巧 ， 但 一 个 明显 的 缺 
陷 是 没有 使 用 有 物理 背景 的 实际 例子 ， 所 以 ， 对 于 从 事物 理 领 域 研 
究 的 学 生来 说 ， 由 于 不 知 问题 如 何 归 纳 ， 方 程 如 何 导出 ， 在 科学 研 
究 中 遇 到 实际 问题 往往 仍然 束手无策 ， 另 一 类 是 以 Van Dyke 的 摄 
动 法 及 其 在 流体 力学 中 的 应 用 (1975) 为 代表 . 主要 以 物理 问题 为 红 
线 来 讨论 摄 动 方法 .这样 做 虽然 比较 直观 ， 但 数学 理论 不 够 系统 与 
完整 ， 没 有 讨论 渐 近 分 析 ， 经 验 成 分 较 多 ， 不 利于 提高 学 生 的 数学 
理论 基础 ， 本 书 的 著者 ， 统 观 了 目前 渐 近 方法 的 教学 状况 ， 在 编写 
教材 时 ， 注 意 发 扬 本 学 科 现 有 书籍 的 优点 ， 弥 补 其 不 足 ， 体 现 了 理 
论 与 实用 并 重 的 特色 ， 既 然 渐 近 分 析 已 成 为 一 门 应 用 数学 的 分 支 学 
科 ， 我 们 必须 要 注意 理论 的 完整 性 ， 应 尽量 涉及 有 重要 理论 意义 与 
实际 应 用 的 诸 方面 ， 如 ， 既 讨论 了 崭 近 分 析 ， 又 讨论 了 摄 动 法 ， 既 
涉及 积分 的 渐 近 展开 ,也 涉及 了 方程 (包括 微分 与 差分 方程 ) 的 渐 近 
解 ; 既 进行 局 部 分 析 ， 也 进行 全 局 分 析 ; 在 研究 级 数 求 和 时 ， 补 充 
了 发 散 级 数理 论 ， 在 必要 的 地 方 ， 必 须 有 严格 的 证 明 ， 使 学 生 注意 
理论 的 严谨 性 . 另 一 方面 , 我 们 又 强调 本 学 科 的 实用 性 . 所 以 ， 本 书 
的 安排 是 理论 与 应 用 部 分 相互 交替 的 ， 所 给 出 的 例子 不 是 抽象 的 ， 
而 是 从 实际 问题 中 提炼 出 来 的 数学 问题 . 这 样 做 ， 不 仅 使 学 生 屋 得 
了 相关 领域 内 的 物理 概念 ， 如 : 色散 ， 相 速度 和 群 速度 ， 几 何 光 学 和 
物理 光学 ， 线 性 与 非 线性 波 ， 流 动 稳定 性 ， 量 子 力学 等 等 ， 还 学 会 
了 如 何 直接 将 物理 现象 归纳 成 数学 问题 ， 并 求 分 析 解 的 方法 ， 本 书 
无 意 灌 输 这 一 领域 的 全 部 知识 ， 而 将 注意 力 放 在 培养 学 生 分 析 能 力 
上 、 所 以 本 书 详 略 适度 ， 在 着 重 阐明 本 学 科 若干 最 基本 的 概念 和 方 
法 后 ， 对 那些 在 学 习 本 课程 后 ， 可 以 自学 读 发 的 ， 非 基本 的 内 容 ， 
一 概 省 略 ， 更 重要 的 是 ， 使 学 生 学 会 处 理 非 标准 的 ， 无 准确 解 的 数 
学 物理 问题 的 方法 和 哲理 ， 以 及 求 近似 解 和 近似 结果 的 技巧 ， 从 而 
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提高 他 们 独立 科学 研究 的 能 力 . 

“数学 物理 中 的 渐 近 方法 ” 共 分 两 大 部 分 ， 第 一 部 分 是 渐 近 分 
Hn 包括 渐 近 级 数 ， 积 分 的 渐 近 展开 ， 微 分 方程 的 渐 近 解 ，WKB 方 
法 ， 级 数 的 分 析 与 改进 等 内 容 ， 除 了 WKB 方法 外 ， 多 数 是 属于 局 
部 分 析 的 范畴 ， 第 二 部 分 是 奇异 摄 动 理论 ， 这 也 是 我 国 与 华裔 科学 
家 作出 过 较 大 贡献 的 学 科 领 域 .这 一 部 分 介绍 了 匹配 渐 近 展开 法 ， 
变形 坐标 法 ， 多 重 尺度 法 ,平均 法 等 方面 . 与 第 一 部 分 不 同 的 是 , 它 
是 属于 全 局 分 析 的 范畴 . 应 用 的 领域 涉及 波动 ， 稳 定性 ， 粘 性 流 ， 
气泡 运动 等 方面 ， 本 书 将 原 讲义 很 多 内 容 作 了 更 新 ， 尤 其 是 包含 了 
作者 近 十 年 来 的 研究 工作 新 成 果 ， 本 书 一 至 六 章 及 第 八 章 第 五 节 ， 
第 九 , 十 章 由 李 家 春 撰写 , 第 七 、 八 章 由 周 显 初 撰写 , 其 中 的 第 七 章 
是 在 戴 世 强 教授 准备 的 原 讲义 的 有 关 章节 基础 上 经 较 大 修改 而 成 ， 
对 此 ， 本 书 作 者 谨 致 谢意 . 

我 们 还 要 特别 感谢 中 国 科学 院 研究 生 教材 出 版 基金 的 资助 ， 使 


- 本 书 得 以 出 版 


我 们 开设 这 门 课程 和 编写 这 份 讲义 都 是 带 有 探索 性 的 ， 由 于 水 
平 所 限 与 经 验 不足 ， 在 取材 和 安排 方面 很 可 能 不 够 恰当 ， 错 误 琉 漏 
之 处 也 在 所 难免 ， 希 望 读者 提出 批评 和 建议 . 


第 一 章 ” 渐 近 级 数 


渐 近 级 数 的 概念 是 由 Poincaré 和 Stieltjes 于 1886 年 建立 起 来 
的 ， 但 在 此 以 前 ， 这 类 级 数 已 被 用 于 计算 积分 和 求解 微分 方程 . 在 
这 一 章 里 ， 我 们 首先 介绍 有 关 渐 近 级 数 的 历史 ， 然 后 ， 给 出 渐 近 级 
数 的 定义 和 性 质 . 我 们 强调 指出 了 “ 渐 近 ”和 “收敛 * 这 两 个 概念 的 
区 别 . 


1.1 引言 


为 了 使 大 家 有 一 个 直观 的 概念 ， 我 们 首先 用 一 个 具体 的 例子 来 
说 明 渐 近 级 数 的 实际 用 途 . 璧 如 说 ， 我 们 要 计算 零 阶 Bessel 函数 
Jo(z) 的 值 ， 我 们 可 以 用 禹 级 数 方法 求 和 ， 即 


oo 77^ | 
Jo(z) = L (CC U" gan (ya (1.1.1) 


-— a 9 + 


1-a 4 at + ig 
虽然 级 数 (1.1.1) 的 收敛 半径 为 oo, 但 对 于 较 大 的 m, 该 交错 级 数 收 
敛 得 非常 缓慢 .对 于 z = 4, 头 三 项 逐渐 增 大 ， 似 乎 像 个 发 散 级 数 . 
为 了 准确 到 三 位 有 效 数字 ， 至 少 要 计算 八 项 ,，. 0(4) = 一 0.397. 
在 实际 上 ， 对 于 大 的 z, 我 们 可 以 用 如 下 的 渐 近 级 数 来 进行 计 
算 : 
(31)? (T1)? 


na) (E aes grace iT) 


1 (8580? (ot? 
tlsz T ea)? + Ber ~ 


ZD sin(z — En) 


2 1 9 3675 1 
= (1 - -~ L.. Ll 
[ nr) ( 1282? t 3276824 )oostz 47) 


Hc 一 "- 十 UE — -sin(x 一 n] (1.1.2) 
， (2n 10 21:35. (2n - 1). 为 了 准确 到 三 位 有 效 数字 ， 
a \ 要 取 一 项 就 足够 了 . 
在 这 里 ， 我 们 注意 到 渐 近 级 数 (1.1.2) ERKAN. 由 此 可 见 ， 
有 时 发 散 级 数 竟然 会 比 收敛 级 数 更 具有 实用 意义 ! 乍 一 看 来 这 确实 
是 令 人 惊异 的 . 
现在 , 我 们 来 回顾 一 下 渐 近 级 数 的 历史 . 18 世纪 初 人 们 已 经 
开始 注意 到 级 数 有 收敛 与 发 散 之 别 ， 对 于 什么 是 发 散 级 数 之 和 ， 在 
”在 着 严重 的 分 歧 和 争论 ， 后 来 ， Euler 提出 了 这 样 一 个 观点 、“ 级 
数 的 值 就 是 级 数 由 之 而 来 的 代数 表达 式 的 值 . ” 也 就 是 说 ， 若 一 个 无 
穷 级 数 是 作为 某 一 有 限 的 表达 式 的 展开 而 得 到 的 ， 那 么 ， 我 们 可 以 
不 管 该 级 数 收敛 与 否 ， 将 两 者 看 作 完全 等 价 的 东西 ， 由 于 
1 
1 十 z 
上 式 仅 在 一 1 < zx < 1 时 是 收敛 的 . 按照 Euler 的 观点 ， 我 们 可 以 认 
为 上 式 在 z = 1 时 依然 成 立 ， 即 


=1—z+2 -r trt- jz| <1 (1.1.3) 


1 
IT=1-1+1-1+1-… (1.1.4) 


在 第 九 章 ， 我 们 将 会 看 到 发 散 级 数 求 和 的 实际 意义 . 

到 了 19 世纪 ,由 于 分 析 中 注入 了 严密 化 ， 数 学 家 们 就 不 敢 再 使 
”用 稍 不 严格 的 理论 ， 他 们 逐步 接受 了 发 散 级 数 的 禁令 ， 并 把 它们 弃 
” 于 合法 的 数学 之 外 . 据说， Laplace 在 听 完 Cauchy 关于 级 数 收敛 
性 的 报告 以 后 ， 急 忙 跑 回 家 去 隐居 起 来 去 检查 他 的 《天 体力 学 》 一 
书 中 每 个 级 数 是 否 收敛 ? 可 见 ， 当 时 在 数学 界 的 这 一 股 潮流 确实 有 
些 势不可挡 . 

但 是 ， 从 我 们 上 面 所 举 的 例子 可 以 看 出 ， 发 散 级 数 确实 是 有 用 
的 ， 维 然 当 时 人 们 对 渐 近 级 数 的 理论 还 一 无 所 知 ， 因 而 它 在 数学 上 


E 


还 是 不 合法 的 ， 但 人 们 还 是 在 继续 应 用 它 ， 并 探索 这 里 面 的 数学 理 
ie. 发 散 级 数 的 主要 用 途 是 计算 积分 和 解 微分 方程 ， 我 们 可 以 列 出 
如 下 几 个 经 典 的 例子 ， 并 在 后 面 的 章节 中 了 予以 证 明 : 

1. Stirling 公式 (1730). 在 统计 物理 中 , 我 们 常常 需要 用 自然 数 
阶乘 的 近似 公式 


m! = vy2rmm"e ™ (1.1.5) 


实际 上 ， 它 是 下 述 渐 近 级 数 的 头 几 项 : 


1 1 p2n(0) 
In m! ~ (n ;)Inm-m-sln2 ) 7 1.1.6) 


(2n — 1)2n mm f 
其 中 ，wp2n(0) 是 Bernoulli 数 , 可 用 递 推 公式 计算 . 如 pa = 594 = 
一 直 ， pe 一 一 页， 等 等 

2. 余 误差 函数 的 渐 近 展开 (1812). 这 是 Laplace 在 他 的 《概率 
的 解析 理论 》 一 书 中 给 出 的 .对 于 很 大 的 了, 下 式 成 立 : 


Erfc(T) = | etd 
| 


(1.1.7) 
e315. 
~m (272)2 (272)3 
3. Laplace 积分 . Laplace 在 同一 书 中 研究 了 形 如 
b 
T = f g(t)e*^ Oat (1.1.8) 


的 积分 ， 其中， z, t 和 函数 h(t) 均 为 实数 ， 当 mr 很 大 时 ， 上 述 积 
分 的 主要 部 分 或 浙 近 展开 的 首 项 为 ， 
zh(a) mu 


— (1.1.9) 


I ~ g(a)e 2zh” (a) 


这 里 假定 a 是 函数 h(t) 在 区 间 [a, 0] 中 的 最 大 值 , LE (a) = 0. 
* 10 " 


4. 驻 相 法 (1872). 这 里 Cauchy 在 他 关于 波 传播 问题 的 一 篇 论 
文中 提 到 ， 以 后 又 为 Stokes, Lord Kelvin 应 用 过 的 方法 ， 对 于 形 如 


J = f «o e'sh lb) at (1.1.10) 


的 积分 ， 若 a 为 h(t) 的 驻 值 ， 即 及 (a) — 0, A (a) > 0. 当 z — oc 
时 ， 积 分 的 主要 部 分 为 
n i[zh(o) - 7] 
Iha) jf g(a)e (1.1.11) 
请 大 家 注意 公 \ 式 (1.1.9) (1.1.11) 的 共同 之 处 . 
5. Liouville 变换 (1837) 是 用 来 求 下 述 微分 方程 


d, d | 
TPZ) + qo + ga)y — 0 (1.1.12) 


近似 解 的 方法 . 这 是 一 个 复 系 数 的 二 阶 常 微 分 方程 . p, go, q2 为 了 
WERKS, 和 为 一 个 大 参数 a 由 渐 近 方法 可 以 导出 


- ; COS È yas 
(qop)* zo P 


- l z sin af tas 
(qop)* zo P 


， 人 们 研究 了 qlr) 在 区 间 中 零点 (转向 点 ) 的 情况 ， 就 发 展 成 
WKB 方法 . Liouville 在 当时 并 没有 意识 到 他 的 公式 (1.1.13) 是 方 
程 (1.1.12) 渐 近 解 的 首 项 . 

这 些 例子 充分 表明 “这 级 数 是 发 散 的 ， 因 此 ， 我 们 有 可 能 用 它 
来 作 些 事情 ” (Heaviside). 所 以 ， 到 了 19 世纪 末 ， 人 人 和 们 以 重新 来 研 
究 这 些 发 散 级 数 ， 并 为 它 恢复 名 誉 ， 正如 Poincaré 所 描述 的 那样 
“在 这 世纪 初 已 认为 要 断然 从 严密 数学 中 驱逐 出 去 的 那些 级 数 ， 在 
这 世纪 末 又 重 蔽 接纳 之 门 , 这 确实 是 我 们 科学 的 一 个 奇怪 的 变迁 .” 
从 这 一 变迁 ， 我 们 又 一 次 看 到 ， 应 用 数学 工作 者 决 不 能 拘泥 于 一 切 
旧 框 柜 ， 而 要 大 胆 地 接受 已 经 显示 出 有 用 的 任何 思想 和 方法 ， 只 
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y ~ Ci 


(1.1.13) 
+C2 


这 样 才能 推陈出新 建立 新 的 理论 . 当时 的 历史 条 件 下 ， 建 立 渐 近 级 
数 的 理论 就 落 到 法 国 数学 家 Poincaré K4 E. Stieltjes 在 同时 独立 
地 完成 了 这 项 工作 ， 不 过 他 称 这 类 级 数 为 半 收 敛 级 数 (Kline 1972). 

下 面 我 们 要 阐述 在 Poincaré 意义 上 渐 近 级 数 (asymptotic se- 
ries) 的 定义 . 


1.2” 渐 近 级 数 的 定义 
为 了 叙述 的 方便 ， 我 们 首先 来 规定 量 阶 记号 大 O 和 小 o fX 


定义 1: 设 $(z), $(z) 是 定义 在 N 上 的 两 个 函数 ， 如 果 存 在 
某 个 常数 A, 使 对 D 某 个 内 点 zo 的 邻 域 UV 内 的 所 有 z, 满足 


1g(z)| < Aló(z)] (1.2.1) 
" 
2-29 ole) 一 A (1.2.2) 


RRAK $) 至 多 与 o(z) 同 阶 ， 并 记 为 


定义 2: 设 S(x), $(z) 是 定义 在 N 上 的 两 个 函数 . 对 于 任 一 
= > 0, 2 某 个 内 点 zo 总 有 一 个 邻 域 Ue 存在 ， 使 所 有 ze Us 满足 


|$(z)| < elg(z)| (1.2.4) 
或 者 g(a | 
un Fla) =0 (1.2.5) 


我 们 称 函 数 8(z) 在  — zo 时 ， 是 函数 9(z) 的 高 阶 小 量 ， 并 记 为 


$(r)-—o(ó(r), 2 一 7Z0 (1.2.6) 
. 12 . E 


注意 ， 在 上 述 定 义 中 ， 大 `O 的 情形 可 能 包含 小 o 的 情形 ;极限 形式 
的 定义 对 大 O 不 一 定 成 立 ， 但 对 小 o VRL, 关于 量 阶 记号 有 下 述 
简单 性 质 : 
O[O(4)] = O(2) 
O(4)- O(y) = O(6 . 4) (1.2.7) 
O(S) + O(d) = O(d) 
下 面 我 们 可 以 举 一 些 简单 的 例子 : 
sin 2z = O(7) 
- = O(x2) = 
t = cosa 1 (2°) = o(a) r—>0 (1.2.8) 
ctgz 一 o(-) 
. Sec 1(14 x) — O(zà) — o(1) 


尽管 在 上 述 定 义 中 ,对 函数 p(x) 并 没什么 要 求 , 但 我 们 一 般 总 是 取 
短 函 数 ， 对 数 函 数 ， 指 数 函 数 为 好 ， 因 为 大 家 对 这 类 初等 函数 的 性 
质 非常 熟悉 ， 从 而 使 我 们 非常 形象 、 直 观 地 了 解 某 一 函数 量 阶 的 大 
小 ， 这 里 所 以 要 补充 对 数 函 数 ， 指 数 函 数 ， 这 是 因为 有 时 寡 函 数 还 
不 足以 描述 某 些 函 数 的 量 阶 ， 如 | 
1 

sech^!z = O(In =) 


1 r0 (1.2.9) 
cosh~ = Olel/?) 


请 大 家 注意 ， 对 数 函 数 要 上 比 任意 次 寡 函 数 变 化 得 更 慢 ， 指 数 函 


exp(-—) 二 o(r") ”对 任意 大 的 m (1.2.10) 
(x 一 0) 
z^ — o(—.), 对 任意 小 的 n (1211) 


jn 一 
£ 


13.» 


所 以 ， 在 渐 近 军 级 数 展开 中 ， 可 将 ept) 略 去 ， 在 渐 近 对 数 级 数 
展开 中 ， 可 将 zn 略 去 ， 它 们 都 是 超越 小 的 量 (EST). 这 一 概念 ,我 
们 在 今后 的 分 析 中 是 要 反复 用 到 的 . 
现在 ， 我 们 按照 准确 程度 的 次 序 ， 阐 述 六 种 描写 极限 过 程 的 广 
式 ， 从 而 引进 渐 近 表示 和 渐 近 级 数 的 定义 . 
i 定性 地 说 ， 某 函数 f(z) r0 时 极限 是 否 存在 ， 
2 定量 地 给 出 极限 值 ， 可 能 有 三 种 情况 ， 
0 
lim f(z) = 4 有 限 (1.2.12) 


OO 


3. 更 准确 地 给 出 极限 值 ， 也 就 是 说 ， 把 第 二 种 情况 表达 得 更 确 
切 些 


0 
lim f() -4 C (1.2.13) 


e e. 
上 述 三 种 方式 ， 只 说 明了 函数 取 极 限 过 程 时 的 最 终 状态 ， 说 明 
它 有 没有 极限 ， 如 果 有 极限 ， 那 么 该 极限 值 是 什么 但 这 三 种 方式 
并 没有 描述 函数 趋 于 极限 的 方式 和 速率 ， 我 们 必须 予以 改进 . 
4. 用 量 阶 符号 表示 趋 于 极限 的 速率 . 在 引进 标准 函数 6(z) 时 ， 
我 们 可 表达 为 
f(z) = Ofé(a)] (1.2.14) 
或 
f(x) = o[ó()] (1.2.18) 
5. MERR. 这 是 上 述 量 阶 记 号 表示 的 更 准确 化 的 形式 . E 
标准 函数 6(z), 当 z 一 0 时 满足 


m =C (1.2.16) 


* l4* 


也 就 是 说 | 
f(z) = C(x) + o[é(x)] (1.2.17) 


我 们 称 函 数 C6(z) 是 f(z) 的 渐 近 表示 ， 并 记 为 


f(z) ~ Có(a) (1.2.18) 
举例 如 下 ， 
sin 2r ~ 27 
sech^!z ~ In ^ 
1 TI 1i 
Ro(-) m met (1.2.19) 
f e 'dt 
l- zi 
r0 


等 等 ， 所 以 渐 近 表示 是 原先 函数 的 近似 值 ， 其 误差 是 高 阶 量 . 
6. 渐 近 级 数 或 渐 近 展开 . 从 渐 近 表示 中 ,. 我 们 知道 了 函数 f(x) 
在 zx O 时 的 性 态 . 由 于 Có(z) 同 函 数 f(z) 终究 还 有 差异 , 我 们 还 
要 了 解 余 项 趋 于 零 的 方式 与 速度 ， 并 依次 类 推 ， 无 限 地 进行 下 去 ， 
从 而 使 我 们 对 函数 性 态 的 描述 更 加 精确 化 ， 这 就 是 渐 近 级 数 ， 
定义 ， 对 于 标准 函数 系 {6,(7)}, 满足 如 +li(z) = olx) 表示 - 
， | 
N 
f(z) = 35 C.) (2)  o[óv (2) (1.2.20) 
n=l 
那么 ， 我 们 称 E C, (r) 为 函数 f(z) 的 N 项 渐 近 级 数 或 渐 近 展 
开 ， 记 为 | 


f(z) ~ Cib1(z) + Coós(x) 十 十 CNON(Z) (1.2.21) 
* 15: 


对 于 有 可 列 个 标准 函数 的 情况 ， 对 于 任意 大 小 的 N, 上 式 都 成 立 ， 
那么 我 们 就 得 到 了 无 穷 渐 近 展 开 | 


f(z) ~ Eee — (1.2.22) 
n=1 
由 渐 近 级 数 的 定义 (12.20) 可 见 ， A CBE f(z) RAME 
A (ó.(2)). 我 们 便 可 容易 地 次 个 确定 渐 近 级 数 中 的 系数 Cn, 而 县 
这 个 系数 是 唯一 的 
N-1 
fiz) - 2 Osla) | 
CN = 一 lim ~ Sine (1.2.23) 
但 是 我 们 可 以 选择 不 同 的 浙 近 序列 ， 所 以 同一 个 酒 数 可 以 有 不 
同 的 渐 近 展开 ， 同 样 地 ， 不 同 的 函数 可 以 有 相同 的 渐 近 展开 ， 壁 如 
说 两 个 相差 为 指数 小 项 的 消 数 可 有 相同 的 渐 近 徊 级 数 展开 ， 要 前 面 
我 们 已 给 出 了 一 些 例子 ， 如 (1.1.2)(1.1.6)(1.1.7) 等 ， 我 们 还 举 出 如 
下 一 些 例子 : 
~ 3 p^ —-... 
sin 2x ~ 2x aT tis” 


ech zr ~ ln- + -r° + 95 tU 


H TZ i 9 | 
Kol ) me Z 
o(—) ;* (1 一 2: E +-->) 


J dt 1 十 22? TN 
d l+ rt T 


z-0 (1.2.24) 


DRAEI i E e CFR ERE p C, RRR AMERA. 
我 们 看 到 ， 渐 近 级 数 往往 是 发 散 的 . 

那么 ，“ 渐 近 ” 的 概念 和 数学 分 析 中 “收敛 ”这 个 概念 究竟 有 
什么 区 别 呢 ? 
. 16， 


1.“ 收 分 ”这 个 概念 是 指 函数 项 级 数 Y, Cui (n) 在 = 固定 ， 
项 数 N 趋 于 无 穷 时 ， 级 数 的 部 分 和 有 极限 f(z). 所 以 ， 对 于 收敛 的 
级 数 ， 项 数 取 得 越 多 ， 结 果 就 愈 精确 ，“ 渐 近 ” 这 个 概念 是 指 ， 当 级 
数 的 项 数 固定 ， 变 量 z 一 zo 时 ， 余 项 同 级 数 的 末 项 相 比 是 高 阶 
小 量 ， 所 以 ， 当 m 愈 接近 于 zo 时 ， 结 果 愈 精 育 ， 对 于 固定 的 z, 精 
确 度 是 有 一 定 限制 的 ， 单 纯 增 加 项 数 往往 无 济 于 事 . 

2， 收 伍 的 级 数 是 指 函 数 与 级 数 部 分 和 相差 的 绝对 误差 小 ， 浙 
近 级 数 是 指 函数 与 有 限 浙 近 级 数 和 的 差 所 表示 的 祭 项 的 相对 误差 很 
小 ， 从 实用 意义 上 讲 ， 我 们 只 要 相对 误差 小 就 可 以 了 ， 这 就 可 以 保 
证 有 一 定 的 有 效 数 字 ， 完 全 不 必 苛 求 . 

3. 因此 ,收敛 级 数 与 发 散 渐 近 的 各 项 大 小 与 性 态 会 有 本 质 的 区 
别 ， 收 敛 级 数 的 项 ， 当 n 充分 大 以 后 ， 总 要 趋 于 零 的 ， 发 散 的 渐 近 
级 数 ， 往 往 后 面 的 项 会 逐步 增 大 ， 如 图 1.2.1 所 示 ; 这 往往 使 人 迷惑 
不 解 ， 其 实 当 r> ro 时 ， 后 面 的 项 最 终 总 会 小 于 前 面 项 的 
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1o 
图 1.2.1 ”收敛 级 数 和 渐 近 级 数 的 性 态 

总 起 来 说 ， 我 们 在 计算 时 所 关心 的 是 近似 值 与 准确 值 的 误差 或 

余 项 的 大 小 ， 对 渐 近 级 数 来 说 ， 它 是 最 后 一 项 的 高 阶 量 GE, € 


并 不 等 于 所 余下 级 数 的 部 分 和 1!) 因此 ， 它 可 以 有 效 地 用 来 作 近 似 计 
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算 ， 并 优 于 缓慢 收敛 级 数 求 和 的 方法 . 
对 于 渐 近 级 数 的 这 一 性 态 ， 我 们 可 用 下 面 简 单 的 例子 说 明 : 


~ nz" (1.2.25) 
n-i 
d (z) 
Un-4-1lX u 
所 以 ， 当 
1 
N> H -1 (1.2.27) 


时 ， 后 项 就 会 比 前 项 大 ， 人 符号 [| ] 指 的 是 整数 部 分 . 

既然 对 渐 近 级 数 说 来 ， 并 非 项 数 取 得 愈 多 愈 好 ， 那 么 究竟 取 几 
项 合适 呢 ? 这 就 是 最 佳 截断 问题 (optimal truncation). 我 们 知道 ， 
N 项 渐 近 级 数 的 余 项 为 O[b6N+1(z)], 所 以 ， 如 果 第 N 十 1 项 是 最 小 
的 项 ， 也 就 是 说 ， 从 入 十 2 项 起 开始 增 大 了 ， 那 么 我 们 取 N 项 的 渐 
近 级 数 的 余 项 是 最 小 的 ， 也 就 是 说 ， 该 渐 近 级 数 只 有 取 N 项 才 是 最 
准确 的 . 我们 称 


~ $^ C, ds (x) (1.2.28) 
n=] 


为 原 渐 近 级 数 的 最 佳 截断 ， 显 然 ， 最 佳 截断 的 项 数 N 是 依赖 于 z， 
即 N = N(z). | 

对 于 初学 者 来 说 ， 这 个 概念 是 不 容易 接受 的 ， 我 们 将 以 余 误 差 
函数 的 最 佳 截断 为 例 来 说 明 计 算 的 方法 和 过 程 ， 我们 假定 已 知 余 误 
差 函 数 的 渐 近 展开 为 


1+ Li paiQn - 3)" (1.2.29) 


f 
erfc(T) ~ (2721 


下 一 步 ， 我 们 来 求 最 佳 截断 ， 这 就 要 考察 什么 时 候 


an+1 2n — 1 
一 -一 >] 1.2.30 
"m 9T? 一 | ) 


] 
之 了 十 二 
n2 t3 


(1.2.31) 


项 以 后 ， 浙 近 级 数 的 项 开始 增加 ， 所 以 ， 级 数 中 绝对 入 最 小 的 项 为 
(T'- | 项 处 ， 最 佳 截断 取 在 


数 进行 了 数值 计算 ， 其 结果 列 于 表 1.2.1 H. 


- 


0 oo N 0 OX A C N me 


N= [r +3] -1 


1.3 


R121 余 误差 函数 的 最 佳 截断 


0.004578909 
0.004006546 
0.004221182 


0.004087035 


0.004204414 


0.004072362 
0.004253933 


0.004148 
1.47% 


AE R ES R TE 


(1.2.32) 


RIII RRAK 


3 


0.000020568 
0.000019425 
0.000019616 
0.000019563 
0.000019583 
0.000019573 
0.000019579 


:0.000019575 


0.000019578 
0.000010575 
0.000019579 
0.000019574 


—. 0.000019580 


0.000019577 
0.005% 


现在 ， 我 们 阐述 关于 浙 的 级 数 的 一 些 基 本 性 质 : 


1. 车 函数 f(z),g(z) 按 相同 的 渐 近 序 列 {54(z)} 有 如 下 的 渐 近 
EF: 


fæ) ~ Y: foo) (13.1) 


g(z) ~ > gn6n (z) (1.3.2) 
1 


那么 ， 函 数 fle), g(x) 的 和 与 差 必 有 渐 近 展开 


ETOR YU. + gn)ón(2) (1.3.3) 
2. ERR f(z) 按 渐 近 序列 (5.2) 有 渐 近 展开 
f(z) ~ Yeh (1.3.4) 
c 为 任意 常数 ， 那 么 ， 函 数 cf(z) 必 有 渐 近 展开 E 
EOR pa O a38) 
3. 车 函数 f(z), 9(z) 在 z> oo NTRA RI ERAY 
| dfi) DA, oo (1.8.6) 
(^ S t>o — (1.3.7) 


那么 ， 它 们 的 积 有 渐 近 展开 


f (a) - g(z) ~ z, T o0 (1.3.8) 
n=0 
AP 4 
Cn = ` fjgn-i | (1.3.9) 
j-0 


: 20 * 


对 于 一 般 的 渐 近 级 数 说 来 ， 渐 近 序列 相 采 后 将 产生 新 的 渐 近 序 
列 ， 没 有 上 述 那样 简单 的 结果 . 

4 Æ ffz)g(z) 在 * > oo 时 ， 有 (1.3.6)，(1.3.7) ERENER 
级 数 ， 且 gu #0, 那么 f(z)/g(z) 的 渐 近 展开 为 


fa va 1.3.10) 
gr i E (1.3.10) 
其 中 ， dy 由 方程 组 
fm = D dig... (m =0,1,2-) (1.3.11) 
j=0 mE 


的 解 来 确定 ， 只 要 go 750, 方程 组 有 解 ， 

上 面 这 些 性 质 均 可 根据 渐 近 级 数 的 定义 ， 量 阶 符号 的 运算 规则 
Fh, ZETT. | 

9. di f(z) 在 x — oo 时 可 以 展开 成 为 式 (1.3.6) 那样 的 渐 近 级 
数 f(z) 在 z >a > 0 时 连续 ， 那 么 ， 对 于 > > a, 函数 | 


- J (/(t) — ao — "yat — (13.12) 
有 渐 近 展开 
F(z) «e pe RES en, ro00 — (13.13) 


UREN, MERLE, EERI TAERE ERRA. 
NEM: SERT, + > a 时光 数 I0) — av p EA, B 


t 一 oo 时 为 OC z) 所 以 F(z) 存在 


oo m-1 
F(x) -j5 +o ha = 5 Te OC) (1.3.14) 
A 1 


. 2] * 


这 是 由 于 


4 


dt = ——— (1.3.15) 
= mr™ 


f.1 
z 


T| 1 
< af Ez 
的 缘故 . 


6. 3 f(z) 可 以 展开 成 如 式 (1.3.6) 那样 的 渐 近 考级 数 ， 该 函数 
有 连续 导数 f (x), 也 有 渐 近 赛 级 数 展 开 ， 那 么 


f (z)~ - Yee Dfa (1.3.16) 


证 明 ， 根 据 假定 
MOR > x (1.8.17) 
由 于 f(r) 连续 ， 所 以 

f(y) — f) = Í f (Dd 


= fo(y - z) + fi in? (1.3.18) 


+J (ro-n-7ua 


Er 


由 式 (1.3.6) i y co 时 ， f(y) > fo, Ext OC), 所 以 
fo = fi =0, 由 逐 项 积分 定理 


oo 


| i o 万 AM 
&- foe furo ns- syan yin. z= co 
(1.3.19) 
比较 (1.3.6), (1.3.19) 得 f, 5 fu, 间 的 关系 
fna = =n fn | (1.3.20) 


- 22 * 


f (z)~ -人 Df T o0 (1.3.21) 


这 也 就 是 说 ， 从 形式 上 看 ， 在 一 定 条 件 下 渐 近 级 数 是 可 以 逐 项 微分 
的 ， 当然 ， 对 于 正和 医 次 的 渐 近 级 数 ， 也 有 相应 的 定理 ， 鲁 给 读者 思 
$. 

我 们 知道 ，Poincare 关于 渐 近 级 数 的 定义 同样 也 适用 于 复 变 量 
的 情况 ， 利 用 解析 画 数 的 性 质 ， 可 以 得 到 一 些 新 的 结论 ， 

定理 一 : 若 f(z) 是 |z| > a 上 的 单 值 解析 函数 ， 且 有 渐 近 展开 


f(z) ~ J a, 2 — oo (1.3.22) 
对 一 切 Arg z 成 立 ， 这 里 符号 Arg 指 辐 角 之 意 ， 那么 ， 该 渐 近 级 数 
VE oo 领域 内 收敛 于 f (2). | 


WEBB: 显然 ， 对 于 oo 孤立 奇 点 的 领域 内 ， f(z) 有 Laurent E 


开 OO 
f(z)= 》 fanz” (1.3.23) 
HE jz| > Ri 收敛 ， 式 中 
_ 1 /f(s) 
f= 元 | "rid (1.3.24) 


积分 围 道 I 是 |z] = R > Rı z B. 由 (1.3.22) lim f(z) = Q0, Br 
以 |f(z)| < M, BI f(Z) 有 界 ， 因 而 | 


M 
[fal < us (n > 0) (1.3.25) 
但 这 里 ROROEEGEHUNAON, ERER fn = 0(n > 0), 由 此 可 得 
f(z) 2 》 广 nz (1.3.26) 
0 


. 923- 


该 级 数 在 |z| > Ri MESE. 又 由 于 
jz 一 >》 十 (1.3.27) 
渐 近 级 数 的 系数 可 以 按 下 述 方法 求 出 : 


ao — lim f(z) — fo 


ai = lim (f(z) - ao) z = f-1 (1.3.28) 


n = f-n 


所 以 ， 实 际 上 渐 近 级 数 与 Laurent 级 数 是 完全 一 致 的 ， 这 就 证 明了 
渐 近 级 数 的 收敛 性 . 至 于 oo 处 的 渐 近 级 数 有 有 限 项 正 次 帘 的 情况 也 
有 类 似 的 结论 . 

推论 ， 若 f(z) 在 RR > a 上 是 单 值 解析 消 数 ， 且 有 渐 近 展开 式 
(1.3.22) 在 z 一 oo 时 对 一 切 辐 角 成 立 ， 该 浙 近 级 数 在 co 的 领域 不 
收敛 于 f(z), 那么 oo 必 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 对 于 本 性 奇 点 ， 往 往 
汞 数 在 不 同 辐 角 范围 内 有 不 同 的 渐 近 展开 式 ， 这 种 现象 叫 Stokes 现 
R. 关于 这 个 问题 将 在 下 面 章节 中 讨论 . 

定理 二 : 若 f(z) EREK R: z>a, a< Arg z <Pf mf 
析 ， 且 在 z 一 ce 时 ， 对 任 一 包含 在 R 内 的 闭 扇形 al € Argz € à 
内 有 渐 近 展开 式 


fh F 
f(z) 9 fot — t (1.8.29) 
那么 > 
HOR E - zh - (1.3.30) 


亦 在 R MEARE ABARRI. 
这 里 ， 要 解释 一 下 一 致 有 效 渐 近 级 数 (uniformly valid asymp- 
totic series) 的 意义 : 这 就 是 说 , 在 RR 内 的 任 一 闭 肩 形 ai < Argz < 
. 24 " 


并 了 h 


Bl 内 
f(z) = P» eel (1.8.31) 


n=0 < 
这 里 ， 要 求 z 充分 大 时 ， 
I9, (z)| < Am (1.3.32) 


该 常数 Am SWAAR. 


图 1.3.1 在 闭 扇形 内 一 致 有 效 的 渐 近 级 数 
将 (1.3.31) 微 商 得 


< y m- Meca i p Sn) 
UR oc 


;m 


其 中 | 8 
mlz) = Pale) = (m — fca = mre 
我 们 只 要 证 明 wm(z) 在 及 中 的 任 一 闭 扇形 az € Arg z € h 内 一 
致 有 界 ， 其 关键 是 要 证 明 4 (Z) 在 上 述 区 域内 一 致 有 界 . 由 高 阶 

导数 定理 ， 我 们 有 
并 (de 1 DESC + é|zle*?) 


27i | (5 一 2)2 2m ó|z |e'? 


db (1.3.33) 


* 25 * 


C 为 以 闭 扇 形 az < Arg z < 8: 内 以 z AAO, dle] 为 半径 的 贺 ， 
要 求 它 不 超出 au < Argz < Bo 闭 扇形 外 ， 所 以 ， 当 |z| 充分 大 时 ， 


I9m(z)| € Am (1.3.34) 
成 立 ， Am SWALK 
] Åm 
ENVAI < (1.3.35) 


这 里 ôm 为 6 可 能 的 最 小 值 ， 即 sin las — oal. 因此 定理 得 证 . 
从 该 定理 ， 我 们 知道 ， 对 一 致 有 效 的 复 渐 近 级 数 可 以 进行 逐 项 
微分 的 . | 


1.4 Ben S E D yr 


NT RETI RA CER CE XE RT AOR tB Ee eR RRR REN , 
HN TEEESI TEE Su PIER VUE SEP) vM 
SUA IBN IER GERE, HERRAR. 

定理 一 : GELS f'(z)fE|z 一 zo| € po 内 解析 
Bp | 


w = f(z) = wo +ailz — zo) 4 aa(2 — 29) +- (1.4.1) 


其 中 a z 0, 则 必 存 在 反 函 数 z = p(w) 在 |w — wol < 0 内 是 单 值 解 
pre 3x, dm FEl 一 zol = po ARR, HA 


oo 


F(z) = Y Cs( - zo)" (1.4.2) 
n=0 
那么 ， 
- os 1 dU f pp 7 yn o-un)” 
F (p(w)] = F(zo) 2, PE [r OG CE ur) | (wu —wo) 


(1.4.3) 
. 26 . 7 


推论 : 取 F(z) = z 那么 就 得 到 反 函 数 的 展开 式 
= p(w) = z+ E ~ eie zt z TOETA L. (w — wo)” (1.4.4) 
定理 二 : 若 f(z) 在 jz -~ zol < po 内 解析 ， 并 有 


w = f(z) = wo + ax(z — zo)" + agai(z — zo)! +- e (145). 


其 中 as #0, |Arg(w- wo)| € r-n 中 存在 w= f(z) HRA% 
= pw) A 


X 1 d — zo)” n 
=ou) =+) n! den- i (0)} e- wo) k 


现在 用 几 个 实例 来 说 明 反 函数 定理 的 应 用 ， 


[ 例 1.4.1] skKw-—f(z)—ze"", az0 的 反 函 数 ， 直 接应 
用 定理 的 推论 


1 d”! 
zZz = (w) = 3 adit 


nzi 


[ 例 1.4.2 ] H Kepler 7j 
E-—esinE-—rT (1.4.8) 


(其 中 e 为 偏心 率 ，7 A LT E 为 行 TEMERARA), Aui E 随时 
间 的 显 式 表达 式 , H e=- ). 从 定理 一 可 得 


gl 一 


Ber Y up z sin "uc e” -r4 Y bpe” (1.4.9) 


n=] 


0 


由 sin = 元 (ex 一 e *) 


COS p [sn nÇ — Clsin(n — 2)¢ .. 
十 (一 o sinc] ?为 奇数 


CD | cos nC — C} cos(n — 2)C +- 


sin” Ç = (1.4.10) 


?为 偶数 


所 以 


| | 
gigi T sin nr — Cl(n — 2)^7! sin(n — 2)7 


-(-1yx E Ca? sinr! ?为 奇数 | 

; (1.4.11) 
25-ini v sinnr — C} (n — 2)^^! sin(n - 2) 
+… 十 (-Di+12"-1sin 2r| nma 

[ B] 1.4.3] 求 方程 

T = ctgr (1.4.12) 

ZAR an, m. € (nz, (n 1)m), n 41, 32,, BALERERTE y 
Tn = ctg(z, - nr) . (1.4.13) 


1 
当 £n > co 时 ，zn 一 PT > 0, qz» 二 RT 十 以 及 Ww = 一 于 是 ， 


sin z 
由 定理 一 的 推论 
; 1 d"! [6*(cosC — Csing)” n 
SE (uw) = Diro de md c-o w^ (1.4.15) 


«98 ， 


所 以 H ; 
Xn 二 NX 二 一 十 (1.4.16) 
no 


AMOR, fF EE ct T EH BERE RC H. 
[5 1.4.4] KEAK 
re? =t (1.4.17) 
当 上 一 oo 时 , z = z(t) WERNEER. 由 (1.4.17) 可 以 得 到 


Z 一 jnt 一 jnz (1.4.18) 


由 (1.4.17) 右边 知 ， 在 t 一 oo 时 ,zx 亦 以 某 种 方式 趋 于 无 限 ， 所 以 
(1.4.18) P z = Ont), 第 二 项 为 次 要 项 O(In1nt) 为 了 估计 第 一 
项 ， 将 (1.4.18) 取 对 数 


ing = In(Int-- O(InInt)) = Inint-- o(™ nt (1.4.19) 
T In int 
r :-]nf-lnlnt-F O( - ; ) (1.4.20) 
进一步 精确 化 
in jn ! 
In x = In(Int — InInt + O(^5 ;)) 
= mme- mn + ney + Ont (1.4.21) 
E Inf In? t 
一 般 地 
=nt-lnlnt+i+ P(n nt) 2 + Pin in p Bin by 
In — 422) 
pea 00 lat Inlnt 


(ln t! aA-ANG3) 


其 中 PL(y) & y 的 有 次 多 项 式 ， 说 明了 选 代 方 法 在 渐 近 分 析 中 的 应 
m. | 
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5 题 


1.1 试用 初等 函数 (如 桥 函 数 ， 指 数 函 数 ， 对 数 函 数 ) 求 下 述 表达 式 


当 e 0 时 的 量 阶 . | 
1 — cose gà 
(1) 1 + cose UD) 1 — cose 
( In 1 十 25 
In(14- 2c) 
(M) in fa + SEEE | (IV) e mE | 
(V) e (VI) feds 


0 


L2 求 下 列 函 数 的 量 阶 (e 0): 
(I) th™}(1-e) 


(H) cos^!(1— e) 


1.8. 对 于 小 e, 请 按 量 阶 次 序 排列 ， 


4 — 3 一 
e*, &, ellne-!, eà, e, el2， gilne^!, 1, 


Inine!, lne! 


14 试用 量 阶 符号 的 定义 ， 证 明 量 阶 运算 的 性 质 : 
(1) Ol) +O) = O(y) 


(1) O(v) + o() = O(v) 

(m) O(v)-O(») = O(wy) 

(W) Ol) :op)=0op) — 

15 用 渐 近 级 数 的 定义 ， 证 明 两 个 渐 近 赛 级 数 乘除 运算 之 定理 . 
16 已 知 z 全 oo 时 ， 


Ja cos(t — z) !! 3 8 
T t £ 


“30， 


试 求 其 最 佳 截断 ， 具 体 计算 = = 2, 3 时 的 近似 值 
1.7 已 知 
cost V5 


d -, d ~ (ds Dp o 


-人 — 


~t) cosg 
E 42 
tlU ')sinz 


求 上 述 渐 近 级 数 的 最 佳 截断 ， 具 体 计算 D = 2, 3 时 的 近似 值 . 


1.8 求 二 次 方程 每 个 根 的 近似 值 ， 取 展开 式 二 项 
(1) 2 一 (2 二 e)z2z 一 (1 一 ez+2+3e=0 


(1) x+ (3 — 2e)? + (3 +e)je 1-260 
(II) e(z? +x?) 4-423? -3r-1=0 
1.9 求 下 述 超越 方程 根 的 近似 值 : 
r=tgr 
1.10 已 知 零 阶 Besse 函数 的 渐 近 展开 为 
Jala) ~ AES ue) cos(z — 77) + v(a) sin(z — Ea) 


其 中 
(z) -1- (31)? (0? Quy 
MT 2!(8z)? 4!(8x)4 — 61(82)5 
. 1 (90? , (90? _ (13? 
v(x) = Sr 3I (8x3 t TA 一 TK8zy 十 .…,， 
求 它 的 根 的 近似 信 . 


" 31 ， 


第 二 章 ”积分 的 渐 近 展开 


前 面 已 经 提 到 ， 有 一 些 方程 的 准确 解 往 往 是 以 积分 形式 来 表示 
的 ， 若 用 Laplace 变换 ， Fourier 变换 方法 求解 ， 多 数 情 况 亦 是 如 
此 ， 车 方程 的 解 是 特殊 函数 ， 它 也 可 用 积分 形式 表示 出 来 .我们 进 
行 理论 分 析 、 工 程 设计 时 ， 并 不 能 只 满足 于 形式 上 的 完美 ， 最 重要 
的 是 算出 具体 的 数值 ， 哪 怕 是 近似 的 也 好 . 

ERE, 我 们 介绍 求 积分 渐 近 展开 的 各 种 方法 . 尤其 是 ，Laplace 
方法 ， 驻 相 法 (stationary phase method) 以 及 最 陡 下 降 法 (steepest 
descent method), 这 是 在 研究 工作 中 常用 的 方法 ， 我 们 不 仅 要 知道 
计算 公式 ， 更 要 紧 的 是 掌握 它们 的 原理 和 要 领 ， 以 便 灵活 应 用 . 


2.4 逐 项 积分 与 分 部 积分 法 


这 两 种 方法 的 原理 很 简单 ， 我 们 仅 用 几 个 例子 说 明 即 可 
[ Bi 2.1.1 ] 当 < 一 0 时 求 积分 
1 
I(c) = | sinez^dz (2.1.1) 
| 
的 渐 近 展开 ， 对 于 小 的 e, 我 们 有 展开 式 


y*i( | 
sin ez + O(e?™ +1) (2.1.2) 


DABHUSCIUUACSI, 而 且 也 是 渐 近 级 数 ， 可 以 逐 项 积分 


一 TAUG+DH ET 2)2i— | 
Ko dE — -dz + Oe2N+!) 


(2.1.3) 


N 1)i+! £2i-1 
(2 


Q(g2 
Da LI aic 


cul 


«32. * 


因 上 式 对 所 有 N 成 立 ， 根 据 定 义 ， 我 们 有 
| 1y*!e 2 一 


o^ Y an !(4i — 1) 
[5| 2.1.2] 求 完 全 椭圆 积分 


(mo [m somos 
0 1—msin? 0 


有 渐 近 展开 . 
由 二 项 定理 ， 我 们 有 


(1 A (2i — 1)! 092i 
1 一 20173 = gy 
( m sin* 0) 2. NI (m sin* 8) 


同上 例 一 样 ， 可 逐 项 积分 


A (2:— 1M 1 oa 
I (m) -5 i—1) mé f? sinë odo 


- 214! 
1 
Š ei- pr pra 
gitl ， 
c 28 PPG 二 DT 
e^ (2i — 1) Qi DIUI 
=D Un 2311 (4!) 
ST rt im , 298 m3 a4 1297 nt 
2 8 128 512 32768 


EFP, RHET T 函数 的 性 质 (请 见 附录 一 ). 由 上 述 近似 


(2.1.7), 可 以 计算 不 同 m 时 的 积分 值 ， 相 对 误差 列 于 下 表 ; 


XX 2.1.1. MARAR (2.1.7) 的 相对 误差 


OCEACECICELAL | 
n 0.000 | 0.083 028 | 0.784 | 1.957 


相对 误差 96 


(2.1.4) 


(2.1.5) 


(2.1.6) 


(2.1.7) 


AX 
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[52.1.3] 不 完全 的 DEW 


yla,z) = Jee at (2.1.8) 


0 


将 e 展开 级 数 ， 可 得 x 一 0 时 的 渐 近 展开 


^(a, z) = SE 2i fea = = y C (2.1.9) 


1 
i=0 i! 0 i-Ü Mery 


[92.1.4] 不 完全 的 EX 


Paz) = T (a) - *(a,2) = J els (2.1.10) 


zr 


ADR roo 时 的 渐 近 展开 ， 由 分 部 积分 得 递 推 公式 


l'(a,z) - e *z*^! -- (a — 1)T (a — 1,2) 


所 以 
_ 7T I'(a) a—1-i I (a) f —t,a— N—1 
Dl(a,z) —-e 2» T(a - i) 十 元 tye t dt 
(2.1.11) 
我 们 来 估计 最 后 一 项 余 项 RN, 对 所 有 N 
I'(a) f —t,a- N—1 
Ry [nce j2- N-1gy 
| (2.1.12) 
I'(a) a-N-1 f -ty —z,,a-N-1 
Sm T /: di = O(e "zr ) 
所 以 ， 我 们 有 新 近 展 开 
l'(a, x) ud? re- J? Ze (2.1.13) 


‘ a4 * 


可 见 P(a,x) 是 O(e^*z?-!) 量 阶 的 . 
将 上 述 结 果 应 用 于 余 误差 函数 


oo 
1 ,1 
erfc(T) = fea = 1 T?) 
T 


由 公式 (2.1.13) 可 得 


o [D | - 
erfe(T) mv LoT? `y —1.—T 0*9 (2.1.14) 


所 以 


~ lm - (-1)Qi — 1)! —(2i41) 
erfc(T) 7e 2. — a T T 
i= (2.1.15) 
_ hdi ii 
- 2T* 213" (aT? B QPP 
这 就 是 第 一 章 的 公式 (1.1.7). 
[ 例 2.1.5] 求 大 zx 时， 下 述 积分 


OO 


et 
I(z) = / Er (2.1.16) 


在 zoo 时 的 渐 近 展开 .由 分 部 积分 得 


N (—1Y1(i — 1) f et 
i=l 0 


"， 35° 


由 于 报 后 一 项 余 项 


N! F o] 
IRw| < A]: ‘dt = O(-yt) 
0 
它 比 渐 近 级 数 第 N 项 是 高 阶 小 量 ， 所 以 
y Y DE (2.1.18) 


注意 ， 渐 近 级 数 (2.1.13), (2.1.15), (2.1.18) 都 是 发 散 的 . 


2.2 Laplace 方法 


在 数学 物理 问题 中 ， 我 们 经 常会 遇 到 如 下 形式 的 实 Laplace 积 
分 : 


b 
I(z) = J f (te*^ qt 


我 们 要 求 上 述 积分 在 > — oo 时 的 渐 近 展开 ， 


fIDexpC— xA GO) 


t 


图 2.21 Laplace 方法 的 几何 解释 
， 36° 


直观 地 看 ， 若 函数 h(t) 在 [a, b] 上 某 内 点 如 处 有 最 大 值 ， 当 
z — oo 时 ， 指 数 函 数 eO 使 被 积 函数 在 tc 附近 要 比 [a, b) PEE 
地 方 要 大 得 多 ， 所 以 Laplace 积分 的 主要 贡献 来 自 tc 附近 区 域 的 积 
分 ， 当 最 大 值 在 边界 点 a 或 上 处 时 ， 也 有 相同 的 情形 ， 不 过 此 时 ， 
a 或 5 不 一 定 同时 是 极 值 点 ， 上 述 思想 可 从 图 2.2.1 明显 地 看 出 当 
然 在 实际 情形 还 要 考虑 f(t) E te 附近 性 态 的 影响 ， 

` 引 理 ， 堵 在 区 间 [a, b] b, ASA FEES, he) z 

f (t) 存在 连续 ， f(a).f (b) 天 0 则 积分 


b . 1 
I(z) — J f(Qe* dt  o(-eme M9) — (221) 


这 里 ， 由 于 h(t) 0, 我 们 可 用 分 部 得 到 : 
f(b) et hb) E f (a) ezh(a) 


I(x) = Wb) z (a) z T rí(x) (2.2.2) 
式 中 " 
r(r)-— EJ! Ba e^ 0 gi (2.2.3) 
现在 估计 余 项 r(z) 之 大 小 
| à 
ro < I f etn (odel = 5 enm ~ en 
式 中 
M = max 1 M 
EN h'(t)] R(t) 


由 引 理 的 假定 ， 显 然 这 是 有 界 函数 ， 由 此 可 见 余 项 r(e) 是 高 阶 小 
B. 

在 (2.2.2) 式 的 头 两 项 中 , 视 h(a), h(b) 中 那个 大 ， 就 保留 那 一 
项 ， 只 要 hla) hf) 小 的 与 大 的 相 比 是 超越 小 的 量 ， 可 以 忽略 . 
引 理 证 毕 . 若 积分 限 b 是 oo 只 要 T) r(x) 仍 是 可 积 的 ， 引 理 依 
然 成 立成 立 . | 


* 3f * 


Laplace 积 分 定理 : 对 于 积分 
b 
I(z) = J f (te^ Od 2 oo (2.2.4) 


在 区 间 [a, b] H, h (0, h (t) FEES, h(a) = 0， (a) < 0, 
即 在 a 点 有 最 大 值 ， h(t) 在 其 余 各 点 不 为 零 ， f(t) 存在 连续 ， 
fla) z: 0, 我 们 有 渐 近 表示 


I(z) ~ f(a)e ee， AU (2.2.5) 


证 明 : 将 积分 (2.2.4) 分 成 两 个 区 间 上 的 积分 


I(z) = L(x) + (x) (2.2.6) 
式 中 
a4ó 
Lh(x)- / f(t)e** 9) dt 
b 
Ls) | fea 
a-4-ó 
由 引 理 可 知 
1(z) = O (eth e) (2.2.7) 
再 来 估计 积分 五 , 由 f (0, h(t) 的 Taylor 展开 式 , 必 存 在 0< 06) < 1, 
0< 0^ < 1, FA 


ató | 
T, (x) — eth) J ffo) 十 f (a 十 0, h)(t — a) ei^ (a4-02h)(t-aY* x 3, 
a 


(2.2.8) 
Hur, Km, h-t-a. 由 f(z), h (£) 的 连续 性 可 知 

f(a) - & < f(z) < f(a) * & 

-B =k" (a) — e < h (a) - c3 = -A 
. 38 . 


X BEA (ae) < 0, 所 以 A4>0,B>0 以 及 A<B, FË 
' a-4-ó | 
e*^(a) (f(a) E £1) J e` 37B(t-a} dt 


a6 
< L(x) < ev (f(a) 4- e) J e-5z4(t-a dt (2.2.9) 


由 8 2.1 节 不 完全 T 函数 或 余 误 差 函数 的 量 级 估计 ， 可 得 


Q 十 0 oo co 
1 1 
f eva = [e] 
0 ó 


- Van +Oe eA 


因为 第 二 个 积分 就 是 余 误 差 函数 ，” 同 理 


a 十 5 
—-izB(t-a)f n . 7T -lzBs$? 
Je d= zg toc? )} 

a 


在 略 去 超越 小 项 后 

(f(a) —&i) zge < hla) < (ee) | Le (2.2.10) 
由 于 ,与 五 (z) 相 比 ， I2(z) 也 是 超越 小 的 量 阶 ， 略 去 它 后 得 
(fta) - e) z e^ < riz) < FO ce) ose 241) 


我 们 可 以 选取 5 充分 地 小 , 使 e1，e2 任意 小 , 所 以 ，A4,B 与 -hv (a) 
可 任意 地 接近 ， 必 有 | 


I(x) = f(a) xt (2.2.12) 


定理 证 毕 ， 在 定理 证 明 过 程 中 ， 将 区 域 缩小 至 a 的 领域 ， 运 用 中 值 
定理 或 Taylor 公式 后 又 将 区 域 扩展 至 无 穷 所 带 来 误差 均匀 为 超越 小 
量 ， 这 一 技巧 是 我 们 经 常 要 运用 的 对 于 右 端点 了 取 极 值 或 内 点 c 
取 极 值 的 情况 ， 请 读者 思考 . 

«39 - 


| j 2.2.1] R n 阶 虚 宗 量 Bessel 函数 的 渐 近 表示 


TU 


1 
h(x) = — Jem cos ntdt, 2 一 oo (2.2.13) 


T 


这 里 f(t)=cosnt, h(t) = cost, k (0) =0, h (0) = —1, 满足 定 


理 条 件 按 定 理 得 
I(z)~ i] — (2.2.14) 


[5| 2.2.2] K Legendre 多 项 式 的 渐 近 表示 


Palu) = -f lu + (p — 1)3 cos8|" dð, n— oo (2.2.15) 
0 
它 相 当 于 如 下 形式 的 积分 


b b | 
J(a) = J FO [SA] dt = J fendt, — zoo (2.2.16) 
0 0 


XE A(t) = In S(t), Æ B(t) 极 值 点 &, h(t) 也 是 极 值 点 , BA (a) = 
$ (a)/ $(a), h' (a) = 9 (a)/ $(a). 按 Laplace 积分 定理 可 得 


Ia) ~ Fo) [GP /Em f(a) (e(t 


2x i3" uj ) 
(2.2.17) 
将 上 述 结果 应 用 于 (2.2.15) 得 
1 n4i T | 
Plp) ~ -|u- (Q? - 1] ? |————À 
(u) - [a (R? - 1)] mai 
aid (2.2.18) 
[1 [e + G? - 95] ' 
— V 2nz (u2 — 1)!/4 
[512.2[3] 求 下 述 积分 — 
| 1? zt 
I(z) = J Ld (2.2.19) 
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完全 的 渐 近 展开 


é ` ó 

—rt oo 

I(z) = J dt + EST = / e! Y (-1 dt + EST 
0 | 0 n^ 


fetat = 一 f ea 
x 


ó ôr 


由 不 完全 y 函数 的 量 阶 估计 


J edi = ui O(e"**(a6)^) = O(~e-®) (2.2.20) 
ó 
所 以 
I(z) = / e" (Y (-1^i")dt + EST (2.2.21) 
Ü n=0 
逐 项 积分 BEEN 
Ia) ~ S^ C (2.2.22) 


现在 ， 我 们 再 比较 深入 地 讨论 Laplace 积分 的 几 种 情况 : 
l. 变 驻 点 的 情况 ， 在 计算 如 下 形式 积分 时 ， 


b 
1(z) = J fedd (2.2.23) 


函数 h(z,t) 的 驻 点 往往 与 > 有 关 . 这 时 ， 不 能 直接 应 用 已 有 的 定 
理 ， 要 事先 做 适当 的 变换 ， 使 驻 点 固定 不 变 后 ， 再 应 用 Laplace 积 
分 定理 ， 我 们 可 以 用 下 说 明 : | 

[54 2.2.4] RT BPNREPREBIEGEJT. HEEN 


OO 


oo 
l(st-1)- feas = fenaa, r— oo (2.2.24) 
0 0 
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土 述 积分 原先 无 驻 点 ， 经 改造 后 ， 郴 数 sinr -r Er = s 人 处 有 驻 
点 ， 即 依赖 于 大 参数 s. 因此 ,在 变换 u= x/s 下 ， 驻 点 就 固定 了 . 
这 时 ， 式 (2.5.8) 变 成 


T(s+1)= st! f emau, $ — oo (2.2.25) 
0 


PR hlu) = lnu- u, Æ u— 1 处 有 极 大 值 ， 直 接应 用 Laplace 积分 
定理 ， 并 考虑 到 以 = 1 是 内 点 ， 应 含 一 个 2 的 因子 ， 即 


了 ^ 
D(s 1) ~ tles A. = Vinst ie’ 
3 


1、 1 
In s! ~ (s+ a3)Ins—s+3ln2n (2.2.26) 


该 式 与 式 (1.1.6) 一 致 ， 即 Sterling AR. 
2. 二 阶 导 数 成 直至 p 一 1 阶 导数 为 零 的 情况 . 


b oo 
gh (P) (a4? 
I= f fe dat = fae fe” 5 ace EST 
a 0 


这 里 误差 估计 不 予 袭 述 ， 对 上 式 中 积分 用 D 函数 来 表示 ， 可 得 


I ~ f (a)e*^ o p! ; TO 
~ f(a)e Eo T7» (2.2.27) 
Laplace 积分 定理 只 是 式 (2.2.27) 的 特例 . 回 样 地 ， 请 读者 考虑 极 值 
点 在 端点 5 或 内 点 的 情况 . | 

3. f(a) = 0 Hn, Simi f(a) = f (a) = … = f(* 9 (a) = 
0, f? (a) #0 


b oo 


r = fs jed 三- (a) zh(a) f ea 


0 
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-W e a) e 
7 ^( |- mwa | I'(q 4 1) (2.2.28) 
+1 
= Fo)(a)ezh(a) |- xul 
4. f(a) = f (a) =… = fa) - 0, f(9(a) £ 0, h (a) = 
h (a) == hP!) (a) = 


0, h(?(a) A0 的 情况 不 难 证 明 


qT1 
(s) ! TO? 
f (a) o) Is P O P (2.2.29) . 


5， 高 阶 近似 法 .车 要 得 到 完全 的 渐 近 展开 ， 可 以 用 Taylor JÉ 
开 和 反 函 数 方法 获得 ， 这 里 ， 我 们 先 用 例子 来 说 明 
[ 例 2.2.5] REI 


Sa 


I= |e tdt (2.2.30) 
zr 一 oo 时 的 完全 渐 近 展开 式 . 

解 一 ”Taylor 展开 法 ， -sin2t 在 上 = 0 有 极 大 值 ， 在 上 =0 
附近 


idista- Le ie. D 
代入 (2.2.30), 展开 Taylor 级 数 ， 并 按 ră UCREHGEIRI2EDUR 


EEH w= rt^ 下 


3 z?' 18 45 


eoo 3 
1 S w?/? 
LE e ie E) ende 


re 


1 [* 1 9 
一 一 ,| 一 (1 — ———— el 2.2.31 
5V x taz 3237 ) ( ) 


4 322? 
解 二 ^ sint—u 
1 ru? 
e 
r= | du= | e" (ttt d 
[er [17 | 
OO 
— s= f etui wi p Suy 上 )dw 
2/1 2 8r? 
] m 1 9 
二 |/ 一 了 ，. 2.2.32 
2 " Ar ^ 322 ( ) 


下 面 讨论 高 阶 近 似 的 一 般 公 式 . 
定理 ， 在 任 一 区 间 [a 十, b] vh, 满足 引 理 1 的 条 件 , AU), SO 
”在 t = o 附近 解析 ， 且 h(a) 为 最 大 值 ， dus h (a) = 
he-D(a) = 0, h(?(a) # 0; f(a) = f (a ) =… = fio VW(a) 
0, f(9(a) #0, 我 们 有 


b 
J = | FO exp [zhe] 
a (2.2.33) 
zhía G a» Q3 
m eth(a) | ur uictus 
T P T P r P 


RP, aj az, ag, …: 均 可 由 f(t), h(t) 在 a 处 的 各 阶 导 数 来 表达 . 
证 ， 由 引 理 1 


ü--6 
I = Í f(t) exp [zh(t)] dt 
(2.2.34) 
+O(- exp [zmax(h(a +£), ^(5))]) 


下 面 ， 我 们 可 以 知道 ， (2.2.34) 式 中 第 一 项 为 0c; m exp [zh(a)]), 


第 二 项 与 它 相 比 是 超越 小 的 ， 可 以 略 去 ， 再 由 Tol hG) 在 a 附近 
" 44 » 


的 解析 条 件 可 知 


JO 


UT z q) 
f Oep ehar = esperto f G (a) ， 
0 


(qt+1) {0 , rhüti(qyuPt! — .APt?(qyuüt? 
(q 4- 1)! (p+ 1)! (p+ 2)! 
$2 [hPHL (ay? urt? hl) 
4E IP OD +e) | exp [o i (0) yp du 
2! (p+ 1)!] P: 


央 为 h(a) 为 最 大 值 ， h P (a) «0, 作 变 换 


并 以 x 降 回 排列 ， 可 得 


a+: 


fit exp [eh(t)] dt 


a 


= Alw Aaf w , 
| n t- 20 eefje "dw — (2.2.35) 
T? r P 


= exp [rh(a)] J 


0 


, hP (a) ， 
其 中 = = er 以 及 


TTE | p! I" fila) a, 
4 uUj-—ií- ———MW P 
"o PLP] q 
1f p» 15 [Aa fQ9(a)nto* (a) | ax 
EN fateri) y 
pl híP(a) (q+1l  g!(p4- D)h(P (a) 
1 p 15 [f0*2 (a) 
s -3 [zt pro 
pl hi (a) (gq + 2)! 
fit (a) D (a) | FP (a)? (a) 


(q- D!(p-- 1)hP(a) — qY(p- 1)(p +2) (a) 


f (9 (a) [npn (a) ? 


————————áu wW P 如， 
2g (p + 1)? [hP (a)]" enm 


依 此 关 推 . 由 于 
f w” exp(-w)dw = [M B L w” exp(-w)dw (2.2.37) 
以 及 
yla, 7) = J t exy(-t)dt = O [ze exp(-27)| (2.2.38) 


并 且 当 z 一 oo 时 ，e 一 +0, 故而 积分 (2.2.37) 式 的 第 二 项 为 超 
越 小 量 ， 可 以 略 去 ， 由 此 可 得 


a a a 
I ~ expÍzh(a)]( zm 十 "€ 十 z tT) (2.2.39) 
Tr £? pP 
式 中 - 
a= | Ai(w)exp[—w] dw (2.2.40) 
0 


定理 得 证 .由 于 Alw) 为 w 之 多 项 式 ，ai 可 用 二 SEITE RI 
上 述 结果 也 可 令 
h(P (a) ， h+) (a) 
"UN (p+ 1)! 
直接 导出 .在 有 多 个 极 值 点 ， 且 极 值 大 也 相等 时 ， 则 应 根据 > XD 
阶 次 来 决定 主要 部 分 及 完全 的 渐 近 展开 . 


(t —ay*! +. = -w 


2.3 ”了 驻 相 法 
我 们 考虑 另 一 类 被 积 函 数 显示 高 速 振 葛 性 态 的 积分 
， | 
I- J feid, | r> (2.3.1) 
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对 这 类 积分 也 可 以 进行 渐 近 估计 ， 积 分 的 主要 部 分 出 来 自 于 驻 点 附 
近 的 积分 (不 一 定 是 极 大 值 ), 它 的 原理 却 是 Laplace 方法 截然 不 同 . 
我 们 同样 可 以 直观 地 进行 分 析 . 


(Crf)expCIZAhCtD7D) 


pr 


2.3.1 驻 相 法 的 几何 解释 


从 图 2.3.1 可 明显 地 看 到 ， 当 z 一 co Bj, eO 代表 了 高 速 
振荡 因子 . 如果 无 驻 相 点 ， 上 述 积分 在 内 点 处 由 于 互相 抵消 几乎 为 
零 ， 主 要 贡献 来 自 边界 附近 区 域 的 积分 ， 在 有 驻 相 点 时 ， 由 于 在 该 O 
点 附近 振荡 减 慢 ， 所 以 该 点 附近 区 域 的 积分 将 作出 主要 贡献 .这 就 
是 驻 相 点 法 的 几何 实质 . 

广义 Riemann-Lebesgue 5138: FAA |f(t)| 可 积 ， h(t) 
连续 可 微 ， h(t) 在 区 间 [a, b] 的 任 一 子 区间 上 不 为 常数 ， 那 么 


. b ` l 
: izh(t) u — 
dim. / f (te^ (qs =0 (2.3.2) 


引 理 : 若 在 区 间 [ a, b 2r, h(t), h (0 EE, h (t) v0, f (t) 
. AT . 


存在 ， (LY 绝对 可 积 ， f(a) . f() £0, 则 积分 


h 
b 
I(z) = / f (tei qt 
a (2.3.3) 
eizh(b) eith(a) 1 
foa) / b iz (a) + (2) | 
由 分 部 积分 
git h(b) eizh(a) 
I(x) = J(b) (b 一 fma) r(x) 
估计 余 项 量 阶 ， 由 
b , | 
- 上 f(t) irh(t) 
rr) s - J | - m gi qu (2.3.4) 


以 及 广义 Riemann-Lebesgue 引 理 ， 该 积分 趋 于 雪 ， 所 以 r(r) = 
o(Ż), 引 理 得 证 . 
注意 ， 由 于 指数 项 代表 珊 速 振 沙 部 分 ， 所 以 不 像 Laplace 积分 
那 桂 ， 仅 保留 一 项 即 可 ， 而 要 把 两 项 同 量 阶 的 都 保留 下 来 . 
现在 讨论 有 上 蛙 相 点 的 情形 ， 按 Riemann-Lebesgue 引 理 也 应 趋 
T PERE ERE. 
驻 相 积 分 定理 ， 对 于 积分 


b 
IH(z) = / fte qt (2.3.5) 


HERRUP f(t), h(t) 解析 ， f(a) Z0 h(a) 20 h'(a) £0 
KR RS 0. 且 满 足 引 理 条 件 Ey 可 积 ， 我 们 有 
ma |! | rh(n Esgnh” a 


* 18 D 


这 里 sgnz 为 符号 消 数 ，x >0 取 lz<0 取 一 1 
证 明 : 由 引 理 


at+é 
I(z) = / fé ai + o(7) (2.3.7) 


首先 假定 A (a) > 0, 作 变 换 h(t) = h(a) 4- u? 


， f di ,2 1 
— ÉQirh(a) iru inl 
l(r)-e J fo. du 十 o(-) 


由 于 
T = s 十 Dc 
00 = fe) + Df 
所 以 
I(x) = e7” / | f(a) P 十 we cie du 十 *o(-) (2.3.8) 


其 中 olu) Are. (Hop ADPL 


£ 


| iru? 3, d ize? hfe) ; u [|j iru? g 
wie du = 7m Ir v(e) vw(o)| fs (u)e «| 


0 


BA, xb, OÈ) 可 咯 去 ， 可 得 


[2 fue 
I (a) ~ ThA f(a) rO Lu du (2.3.9) 
; 


: 40 * 


沿 着 图 2.3.2 的 而 形 路 径 计 算 围 道 积分 


$ e du 二 0 


但 
f= /+ /+ | ea 
0 CR cet 
其 中 . 
4 
J eit dul < f 十 f Re-zR sin 20 g (2.3.10) 
CR 0 ó 
Cr 
Cr 
图 2.3.2” 驻 相 法 的 积分 路 径 
估计 第 一 个 积分 
J n -zaro go [1-6 77" gu 
| 1| RI J € = orB 一 (^ M y oo(2.3.11) 
0 
|Ja| < 本 Re 一 sin26 . EST, 当 z oo (2.3.12) 


所 以 ， 在 OC) 精确 度 内 ， 


50° 


0 
也 就 是 说 


0 


VIE 
E 2 1 — 2 T — 2 
fe = fe EE e" du/ x 
0 
0 


一 e" du + Ol(e-™ va) 
vz | (2.3.13) 


这 样 ， 由 (2.3.9), (2.3.13) 


- Om Qutesh(2) olt 
{= P ao (a) + Oz) 


(2.3.14) 
HF h (a) < O 时 ， 应 作 变 换 h(t) = h(a) — u?, 于 是 围 道 应 取 第 四 
象限 内 的 扇形 区 


T (Rn 1 
T= i(—#+zh(a)) |. O(— 
f(a a GU + O(=) 


(2.3.15) 
所 以 ， (2.3.14), (2.3.15) 可 统一 表达 为 驻 相 积 分 定理 
| T 1 [ohla)+ Esgnh" (o) | 
定理 得 证 ， 对 于 驻 点 为 右 端 b 或 内 点 c 的 情况 ， 请 读者 考虑 . 
[ 例 2.3.1] 求 Bessel 函数 - 
1 / | 
Ja (x) = 一 f ese sint — nt)dt, 2 — oo (2.3.17) 
0 
的 渐 近 表示 ， 


”日 1 ， 


我 们 先 将 积分 表示 成 适合 于 用 驻 相 原理 的 形式 ， 即 


Me 


0 


这 里 ， 记 号 Re 表示 实 部 ， h(t) = smt, f(t) = eC, 驻 相 点 在 
t= z 处 ， 这 sin (t) = 1, 由 公式 (2.3.6) 


Ja(x) ^. Re Ex Vae 一 JZ cost 一 jT 一 D 
(2.3.18) 
因为 是 内 点 ， 所 以 要 有 一 个 2 的 因子 . 
现在 讨论 高 险 近 似 一 般 公 式 . 
定理 : 在 任 一 区 间 [a -- e, b] 中 , 满足 引 理 1 KHR, hlt), ft) 
f£ t = a 附近 解析 , EL h (a) =h (a) =…= h0) (a) = 0, hP (a) # 
0; fla) = f (a) = = f (a) =0, f(9(a) 4 0, 我们 有 


b zi 
J = [ f (D explizh(t)} dt ~ exp [izh(a) 十 sgnh wo) 


bi b, b, a1 1 
e [ar t r tt PE OC) (2.3.19) 
T P T P r P 


WE. 根据 引 理 
ade 1 
J= J f(t) exp lizh(t)]dt + O(-) 


我 们 将 上 看 作为 复数 ， 采 用 改变 围 道 的 方法 计算 第 一 积分 ， 应 按照 
h(P(a) < 0, 取 积分 围 道 为 上 半 面 或 下 半 平 面 的 扇形 围 道 ， 不 妨 设 
htn) (a) > 0, 由 于 被 积 函 数 是 解析 的 ， 所 以 


J= [o7 f (t) exp [izh(t)) dt + f f(t) exp lizh(t)] dt 


我 们 先 合计 第 二 积分 


之 (p) 
Jal < uj” exp E a 
0 P- 


gP sinp] d0 (2.3.20) 
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仿照 文献 (Nayfeh 1981), 将 上 述 积分 区 间 分 成 0, ôl. |6, 5| 两 
个 子 区 间 


(2.3.21) 
h(n) (a)eP0 1 | 
« -r = O(= 
< [e| T G-I Jas (Z) 
0 
25 (p) 
Jz = [ exp E I" e? sinz dÜ 
(2.3.22) 
At hf?) (a) 
< — exp | -r eP sin på 
2 p! 


这 是 超越 小 的 ， 可 以 略 去 . | 
现在 来 计算 第 一 积分 ， 在 变换 上 = a+ uep) 下 
rhP)(a)u |” 
p! 

. (2.3.23) 


Jı = exp [ha) 十 sgh (a) | f(u)exp - du 
| 0 


式 中 


1 
n(»* (a) p41 


f(u) = f(t)exp E (p 1) 


+) (2.3.24) 


t=a+uexp( 55) 


rh 


)yP 

" ), 因此 可 以 如 (2.2.33) 
一 样 用 Laplace 方法 求 渐 近 展开 ， 注 意 到 已 被 略 去 的 项 为 OC-), 所 
以 这 种 渐 近 展开 有 具 能 如 (2.3.19) 式 那 样 ， 准 确 到 OC). 定理 得 证 


这 里 要 求 (十 1) <p IRIS, RAER, a MRE IA k 
略 去 的 O( 二 ) SEX, qc 1o p, MEE OC) 阶 的 项 是 不 允许 


! 1 
的 ， 这 时 ， 积 分 依然 是 O( 二 ) BREA. 


在 (2.3.23) 式 的 积分 中 含有 央 子 exp( 一 


从 上 面 的 论述 ， 我 们 看 到 ， 驻 相 法 与 Laplace 方法 纵然 在 形式 
上 有 相似 之 处 ， 本 质 是 完全 不 同 的 .它们 的 主要 区 别 为 

(1) Laplace 积分 的 主要 贡献 来 自 h(t) 最 大 值 邻 域内 的 积分 
驻 相 积分 的 主要 页 献 来 自 所 有 极 值 点 邻 域 的 积分 . 

(2) Laplace 积分 公式 不 存在 相 移 ; 驻 相 积分 公式 中 存在 相 移 . 

(3) Laplace 积分 略 去 的 项 是 超越 小 的 高 阶 项 EST; 驻 相 积 分 
略 去 的 是 O(-), 所 以 对 后 者 求 高 阶 近似 没有 意义 ， 


24 最 陡 下 降 法 


我 们 要 将 上 述 方法 推广 到 复 平面 上 的 积分 ， 即 研究 形 如 


I(z) = J foje Gd; t o0 (2.4.1) 


的 积分 . LERA f(z)，h(z) 均 为 复 平面 上 的 解析 函数 ， 由 于 复 平 
面 上 积分 可 以 改变 路 径 ， 警 如 : 可 以 选 h(z) 的 实 部 Reh(z) 或 h(z) 
的 虚 部 Unh(z) 为 常数 的 路 径 ， 这 时 问题 就 化 成 驻 相 积分 或 Laplace 
积分 ， 由 于 上 节 末 提 到 的 Laplace 积分 要 优 于 驻 相 法 ， 所 以 一 般 取 
ImA(z) —const 的 路 径 . 
^ . 
h(z) = $(z) + iv(z) 


在 该 路 径 上 v(z) = const, K 
I(z) = eizy f f(z) dz (2.4.2) 
C! 
这 里 ， (2) 是 实数 我 们 便 可 用 Laplace 方法 来 处 理 . 一 般 说 来 ， 实 
部 ， 虚 部 为 常数 的 曲线 族 构成 交 曲线 网 ， 这 是 因为 曲线 族 | 


Ó = const 


ij = const 


* 54 * 


法 线 的 交角 为 
—] Vo- Vy E T 


IVél| vo] 2' 

这 只 要 由 调和 函数 S, o 满足 Cauchy-Riemann 条 件 
09 6 86 -ə 
ðr | Oy! Oy ^ Ox 


COS 


即 可 导出 . 
由 于 v(z)-const 沿 着 更 (z) —const 曲线 的 法 线 方 向 ， 我 们 有 
| | 89 


= -— cos(n, l) 


Ol ôn 
所 以 ， 虚 部 为 常数 的 曲线 为 实 部 变化 最 大 的 曲线 方向 
存在 两 种 情况 : 一 是 沿 v =const H, 2 没有 极 值 点 ， 那 
么 积分 来 日 端点 附近 积分 的 贡献 ， 二 是 存在 极 值 点 的 情况 ， 这 时 因 
f(z)= 0, 所 以 .V9 = V^y = 0, Bp | 
86 oğ 
ET 
所 以 , 该 点 只 是 一 个 鞍点 . 有 时 , 我 们 找到 了 鞍点 后 , 积分 主要 由 该 
点 附近 的 积分 所 贡献 ， 这 种 方法 叫 鞍点 法 (saddle point method) 
以 两 阶 导数 不 为 零 的 情况 为 例 : 


I = f Eora = eho) f gie (oezo dz 
C c 


e^ f (ase 
"od 
z A" (zo) g 


oo 一 
= ezh(zo) f(z0)e 5-5) f e? 


一 Go 


=0 (2.4.3) 


i 。 2 
h (zo) eu 
dw 


ds (2.4.4) 


hizo) -中 ) 
Feo rene 
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这 就 是 鞍点 法 公式 , 公式 (2.2.5),(2.3.6) HARR MiGs 
刚好 是 最 陡 下 降 方向 . 

我 们 来 看 一 般 的 最 陡 下 降 方 向 的 分 布 ， 若 h (z0) = A (z0) = 
二 hD) (zo) = 0, AC) (zo) Z0, 于 是 


wij 


h(z) = hleo) + —A" (o) — zo)" + (2.4.5) 
由 于 
(z — z9) ”=7 (cos m8 + i sin m0) 


不 妨 假定 ArghU" (sg) = 0， 否 则 ， 将 讨论 中 的 图 形 转 一 个 辐 角 即 
可 ， 这 时 可 得 


0 = —r 
m 


为 虚 部 是 常数 的 方 同 ， 其 中 
k=1, 3, 5,..., (2m—1) 
为 最 陡 下 降 方 喇 ， 共 mm 个， 此 外 


ER $ 
SSW 
~ V 
FRR 


图 2.4.1 最 陡 下 降 方向 
|: 56 * 


A t Y fichier E XE" 2 -b 


按照 Debve 的 方法 ， 可 将 h(z) 写成 

h(z) = h(zo) — (2 — zo)" g() | (24.6) 
| 因为 沿 最 陡 下 降 方向 ， 虚 部 为 常数 ， 实 部 下 降 ， 故 可 令 
(z= z)” gle) = £" 


式 中 
g(z) = go + gı(z 一 20) 十 


(z —zo)R(z) = t (2.4.7) 
式 中 
R(z) = 4/g(z) = Ro + Ri(z — zo) + (2.4.8) 


式 中 Ro 必 等 于 gp 的 主 值 ， 可 由 (2.4.7) 用 待定 系数 法 求 反应 数 
z= 20+Citt+ Cot +o: | (2.4.9) 
也 可 由 Lagrange 展开 公式 求 出 系数 


1 d^! 1 


"^ mn dzn-i Eel 


— 


(2.4.10) 
要 是 (2.4.9) PZ t A tw RE (w 为 1 的 某 个 m KR), 可 以 得 到 另 
外 几 个 反 范 数 ， 这 代表 了 不 同 的 最 陡 下 降 路 径 ， 于 是 


I = eth) [e 》 ASUdE (2.4.11) 
| 0 n-Ü 
式 中 n" 
fog - M Ant (2.4.12) 


057 


从 式 (2.4.11) 积分 便 可 得 完全 的 渐 近 展开 式 . 
[ 例 2.4.1 ] 用 最 陡 下 降 法 求 D 函数 完全 的 渐 近 展开 式 ， 由 
式 (2.2.25) 


co 
T(s+ 1) = s+ f eedu 
0 


= steme [| efto ddu | (2.4.13) 
2 | 
= ostie f etta 
dt 
0 
这 里 
D | LL 
u 一 I 
| (v— 1? 
即 | WES 
| R(u) = 4-1 (2.4.14) 
u— 1 
所 以 mE | 
2 2 2 V2 
一 二 了 CC 全 
C; = V2, C3 y C —71p C573 C57 1980 
”代入 (2.4.13) 得 
oo 
4 2 
l(s-- 1) 一 Ss 十 1e 一 5 J e (V2 zt ve 
| —00 
3 2.415) ` 
598 十 V3 a dt ) 
135 216 
2T 1 
a “8 十 1 -s 1 。 
ste NET t iuit ases) 
由 此 导出 
In(s + 1) (s+ L)Ins s+ Lin2n+ E l 4 -:-- (2.4.16) 
= (s-F-)lns — 二 -一 一 一 ”十 .… (24. 
DAS 2 2 12s 360s2 — 


: BB: 


这 与 公式 (1.1.6) 一 致 
[51 2.4.2] 求 积 分 


1 | 
I= [ mica (2.4.17) 


该 积分 无 驻 相 点 , 又 不 能 用 分 部 积分 , 因此 用 过 去 的 方法 均 有 困难 . 
但 我 们 将 上 式 看 作 复 变量 的 积分 ， 采 用 最 陡 下 降 法 来 求 完全 的 渐 近 
33A X. 

|] RR B A B GE T unfer XE HGB. BOTE IEEO 1 之 虚 部 . 
本 来 不 相等 ， 所 以 必须 用 两 条 最 陡 下 降 路 线 ， 然 后 ， 再 用 一 条 线 将 
该 两 路 径 连 接 起 来 ， 所 以 连 线 上 的 积分 必须 是 已 知 的 或 趋 于 零 的 . 
我 们 到 的 路 径 如 图 2.4.2 所 示 . 


图 2.4.2 最 陡 下 降 路 线 


容易 证 明 ， 在 C2 上 的 积分 当 ro 时 趋 于 零 ， 因 此 


I = | + f ntewat (2.4.18) 
Ci Cs 


* 5O» 


在 曲线 Ci b, t- is 


T dy 


I =i f e? Insids 一 = fe- "(Inu— In z 十 二 zidu = mr 9 2 
1 T 1 T T 


(2.4.19) 
其 中 恒等式 y= -fe Inudu, y 为 Euler 常数 0.5772. Æ Co 
0 : | 


E, t=1+si 
lh =— i [m (1 + si)e ‘z(1+si) ds 
| 0 
EC 
— jeit J e yo E ds (2.4.20) 
n 
0 n=] 
iz O (—4)" 
= 1€ en PH (n — 1)! 
EI 5 ndm, 4% 
t^ 
ilnr 5 E (一切 - 1)! 
De-—- 2. ey CC aTi (2.4.21) 


2.5 Airy 函数 和 Stokes 现象 


本 节 我 们 要 用 鞍点 法 求 Airy 函数 的 渐 近 表 示 ， 该 函数 定义 如 
F: | 


H 


E (z) —zu-0 (2.5.1) 
我 们 用 Laplace 变换 求解 ， 即 令 
u- f= | efa (2.5.2) 


C 
160: 


显然 ， 它 有 如 下 性 质 : 
1l. w(z)-6f (2.5.3) 
2. zu(z) = —f(Q) (2.5.4) 
性 质 1 是 明显 的 ， 不 予 证 明 ， 由于。 
= /de = f(Qe*lc - [fto ds — (2.5.5) 
2 C 


可 见 ， 性 质 成 立 的 条 件 是 C 为 闭 曲 线 或 f(C)e*< 在 C 两 端的 值 相等 
或 都 趋 于 零 ， 在 上 述 变换 下 ， Airy 方程 变换 成 


| eno + f(O] eds =0 (2.5.6) 
所 以 ， 可 取 , 
f(C) =e- (2.5.7) 
Airy 方程 的 解 为 , 
u(z)— | eds ^ -— (2.5.8) 
l 


为 了 满足 积分 两 端 CU 为 零 之 条 件 ， 要 求 主要 部 分 
Re ¢ »0 (2.5.9) 


ERE, C 的 辐 角 在 下 述 范围 : 


我 们 取 典 型 路 径 如 图 2.5.1 Pros. 
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H]2.5.1 Airy PR SIUS Ff 
我 们 定义 三 类 Airy 函数 


1 
Aik(z) = a (2.5.11) 
Lx 


"PW, Airy 方程 使 用 的 两 个 独立 解 与 上 面 定义 的 函数 的 关系 为 
Ai(z) = Ai(z) | (2.5.12) 
Bi(z) = Aia(z) — Aia(z) | (2.5.13) 
为 了 求 Ai(z) 的 渐 近 表示 ， 首 先 如 下 变换 ， 
C= zs 
使 鞍点 与 z 无 关 ， 这 时 积分 (2.5.11) 化 成 
ariile) LI? J edo- 50s (2.5.14) 
li 


根据 z 一 oo 时 所 在 辐 角 范围 ， 分 两 种 情况 讨论 : 
，G2 l 


1l. z > 0, 此 时 s = 一 1 为 鞍点 ， 积 分 的 主要 贡献 由 公式 (2.4.4) 
得 出 或 对 s 作 Taylor 展开 | 
2mi Ai(z) = z1/2e- zt [ e" etas = nem fe eur du 
Li Lı 
& w= u + iv, 可 知 


w? = (u? — v?) + 2iuv 


所 以 u = 0, BME ERA RBE FEA I), RIAL 


oo -23/ 
2ni Ai(z) ~ ze ~ ei Je zv? qy 一 VT (2.5.15) 
一 De 
B] 
Ai(z) ~ 一 二 sxp(—2 3/2) (2.5.16) 
i(z zaa "Pl 3^ 5. 
2. z «0, 在 变换 5《= zl/2s 中 ， 取 Argz = 二 7 


C = |z|2 etts = is |z|! 


所 以 ， 实 际 上 积分 路 径 L 已 经 逆向 转 了 909, 变 成 L 


, " 
2miAi(z) = ilz)? [ eie, (2.5.17) 


/ 


Lı 


s- El RRERS, BREL, 上 ， 故 积分 路 径 要 用 Ly Ly RR 
T. CIJE Lo, La IH 90” 的 结果， 所 以 


27iAi(z) = ilz} J gie G- 5a, (2.5.18) 
-L2-Ls 
RH, ELS LL, EA HA, s=: 
(s - &) si ils + 1j 在 L Ess- 
一 1(8 一 一 ) = 
3 -i+ ils Dt “在 LL 上 s=1 
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而 它们 的 最 陡 下 降 方向 分 别 为 —45° (s = -1 处 ) 及 45? (s — 1 &b), 


z<0 


图 2.5.2 z <0 时 Airy eR Er ES PR f$ 


所 以 ， 


2ri4i(z) = iVm |z| * [e GET Di eit- (2.5.19) 


Aio) ~ — eo lef? — 7) 
Kms 3 1 
| (2.5.20) 
一 : sin(— z|? + 一 
ym zs 4 
所 以 ， Airy 函数 的 渐 近 表示 为 
(一 + 
eXp( 一 二 2 z 一 十 cc 
| 2 Tzi 3 | 
Ai(z) ~ ` (2.5.21) 
1 . 2 3/2 7 
-sin(z|z|"4^-—) zo -x 
ve 37 E 
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这 里 我 们 看 到 产生 Stokes 现象 的 一 个 原因 是 : 当 z 的 辐 角 改变 时 ， 
使 积分 路 径 改 变 , 从 而 使 鞍点 位 置 、 数 日 、 最 陡 下 降 方 向 改变 所 致 . 

在 第 四 章 ， 我 们 还 要 将 从 解 微分 方程 的 角度 来 看 这 一 问题 ， 现 
在 给 出 Airy 肯 数 在 整个 辐 角 范围 内 的 渐 近 表达 式 ( 见 4.4.5) 


ox 


oo 
Ai(z) ~ a12 5e 37. Y (-1)0,27à^ 十 azz ed? y. C,z-i^ 
' n=0 = 
(2.5.22) 
AF Co = 1, 以 及 
: 2 
2VT 0 [Argz| < 37 
aj = — a= 一 ~ < Argz < 2 
p) 2yr 27] 2x 3 ^^ 785 * 3 
1 一 ? 5 n T 
2/7 jr 737 < 82< 73 | 


显然 ， 对 于 z 为 正 数 ， 负 数 (Argz = 7) 是 公式 (2.5.22) 的 特例 ， 即 
包括 了 (2.5.21) 在 内 ， 如 果 选 择 另外 的 常数 还 可 以 得 到 Bi(z). 
这 十 还 要 说 明 一 下 ， Airy KAERRA. BETTE 
t sin(- |z|? + 1! 的 零点 稍 不 重合 ， 估 此 严格 说 来 并 不 满足 渐 近 的 
定义 .为 此 ， 我 们 必须 在 另 一 个 意义 上 来 理解 它 . 
以 下 述 函 数 为 例 


工 、， 1 
(1 十 二 )sin(z 十 =) ^ singt (2.5.23) 


由 于 左边 函数 的 零点 与 右边 函数 重点 nr 相 偏 离 ， 即 


与 Airy 函数 在 负 实 轴 上 的 情况 非常 类 似 , 但 (2.5.23) 式 左 右 两 个 函 
数 图 形 确实 是 非常 接近 的 ， 


我 们 从 两 个 角度 来 理解 ， 对 于 振荡 函数 sin u(x), 如 果 


u(x) ~ vlr) (2.5.24) 
四 65 . 


我 们 就 理解 为 “ 
sinu(x) ~ sinv(z). (2.5.25) 
或 者 ， 将 上 述 函数 用 和 角 公 式 展开 | 


1 1 l 1 ] 
(1 十 一 ) sin(z 十 工 ) = (1+ =) cos — sin z--(1--—)sin- cosz (2.5.26) 
T £ £ I X T 


由 于 z 一 co 时 ， 
1 1 | | 
(1-4 z) Cos i^ 1 (2.5.27) 
1l. . 1 1 
ule 1 1 l 
(1+ » sin(x + z) ~ sing + O(-) (2.5.29) 


这 里 式 (2.5.24), (2.5.27), (2.5.28) 都 是 符合 通常 Poincare 意义 上 的 
渐 近 定义 的 . 


2.6 Watson 引 理 及 其 应 用 


我 们 考虑 Laplace 积分 
F(p) = J e P f(t)dt | (2.6.1) 
0 


7 为 复数 ， 上 述 积 分 在 Rep > So 的 半 平 面 上 收敛 ， 解析 ， 其 中 So 
为 f(t) 的 增长 指数 ， 即 


f(D| < Ke (2.6.2) 


现在 要 求 |p| 一 oo 时 ， F(p) 的 渐 近 展开 . 
E 夏 昌 无穷 次 可 徽 ， 用 分 部 积分 得 


f» (0 T | 
PD~ Ea — qmpsl-. — Q3. 


， 66 * 


现在 考虑 f(t) 有 支点 的 情况 ， 这 时 可 应 用 如 下 的 Watson 引 理 ， 
EfüSXuRE-6 |Amgt x 4 < 内 解析 ， 并 有 如 下 的 
EFR: - 
f(t) = Y amt! (2.6.4) 
m-1 


Et>RE, X (26.2) x. WA, f(t) 的 Laplace 变换 F(p) 有 
渐 近 展开 


OO 
m T 
F(p) ~ Y` am 有 (一 )p *, IArgp| < 3 -se (2.6.5) 


m (2.6.6) 
oo M—1 
HS e 00 - 35 amt? dt 
0 71 一] 
M- m 
= Y amr (Zp + Rm 
m-1 r 
由 定理 假定 ， 我 们 可 以 做 到 
^. M-1 M 
f(t) - 》 amtr <Cesottr 
1 一 | 


对 于 小 二 由 f(t) 的 收 和 分 性 可 知 这 一 点 ， 对 于 大 的 坊 由 函数 f(t) 的 
增长 指数 性 质保 证 ， 于 是 


OO ， 
C M 
Re «G -(Rep-s)M-19, .. 7 (E 
Fum < E (Rep — so er) 


(Rep > so) ^. (2.6.7) 


由 于 Argz < jT 一 2, 故而 Rep > |p| sine, 所 以 只 要 


Ip| > 一 一 
sin £ 
便 有 
Re p » so 
成 立 ， 由 (2.417) 
M ,MM 
[Ru pr| € 一 一 一 一 一 六 (2.6.8) 


. M 
(Ipl sine — so) > 


(2.6.8) FAR KX, AE 
Rm = O(p- * ) 


Watson 引 理 得 证 ， 
从 形式 上 看 ， Watson 引 理 就 是 对 f(t) 在 上 = 0 附近 有 收敛 展 
FRR, F(p) 的 渐 近 展开 式 可 以 用 逐 项 积分 的 方法 求 出 . 我 们 可 将 
它 应 用 于 求 Laplace 的 逆 变 换 之 渐 近 展开 

(1) €to08H8, f(t) 有 形 如 (2.6.4) 的 展开 式 ， f(t) 又 满足 
增长 指数 条 件 ， 那 么 我 们 可 以 从 Fip) 在 p 一 oo 处 的 渐 近 展开 ， 得 
到 f(t) 展开 式 的 系数 ， 即 已 知 


F(p) ~ » Cup 7 (2.6.9) 
m-—i 
^A 在 小 t 时 ， 
0- 二 n TRU T- (2.6.10) 


(2) K t> oc 时 f(t) 的 渐 近 展开 ， 由 反 演 公 式 
f(t) = z; | Fe" (2.6.11) 
Br 
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其 中 Br 为 Bromwioh 积分 路 径 . 对 于 F(p) 在 Rep < so 的 左 半 平 
面 有 有 限 个 奇 点 的 情况 ， 可 用 留 数 定理 得 
N 
f(t) = S F(p;)eP** ~ F(pije” (2.6.12) 
i=1 
式 中 p 为 实 部 最 大 的 奇 点 ， 其 余 各 项 与 它 相 比 均 为 超越 小 项 . 
对 于 p 有 支点 的 情况 ， 积 分 路 径 如 下 : 


fA = a /* ]* [ F(p)e"'dt (2.6.13) 
Cr | LL, 
当 在 pl 附近 可 表达 为 
F(p) ~ (p - p)” P» ak(p — pi) (2.6.14) 
[d 2.6.1. Fip) 反 变 换 的 积分 路 径 
F p> xit, F(p) 一 致 地 趋 于 零 ， 由 Jordan 引 理 ， 
im / e"F(pdp-0 (2.6.15) 


CR 


-69e 


fiív«l, 


lim. J e” F(p)dp = 0 (2.6.16) 
Č, 
1. t 
fe | Fed (2.6.17) 
Lu+ Li 


E p= pit net", dp = -dn 代入 
ep1t vj nt l 4 | 
FO ~ 2— J e" 五 (pl t59e77)- Fi(n + ne") dn (2.6.18) 
nt ^ 
在 9=0 附近 ， 即 p= pi Mii, dist 2614) 


1 . 
L [ri ne) - Fu(pi + ne” 和 Do "sin [(v — k)r] 


(2.6.19) 
代入 (2.6.18), 由 Watson 5| B, 林农 项 积分 | 
f(t) 人 ~ — 一 》 sin [( (v 一 kyn] ra 十 天 一 DZ) 一 1 
= (2.6.20) 


— oc ak -k 
= t l epit » — — f 
k=0 T (v — k) 


RRE t> co 时 f(t) 的 渐 近 展开 式 . 实 部 比 p 小 的 奇 点 的 贡献 为 
超越 小 的 ， 可 以 略 去 ， 


2.1 试 求 s > 0 时 积分 


sin et 
f dt 
0 t 


2.2 AK 
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的 斯 近 展开 式 ， 并 证 明 余 项 确 比 保留 的 项 要 小 . 


2.3 证 明 
o [pat yg (fees = asina) 


sint 


(b) f Spa qst gcosa) 


1 89! — 9 
其 中 fvUgt Quy Q6 
(sn — TM 
975 Qui Ga 
2.4 证 明 


1 In 2 
(a) ] e ** n(2 + t)dt ~ 一 
0 £ 
! —It 1 
(b) Í e? la(1 + t)dt ~ -3 
(c) 1 一 tsintdt 一 一 


—(z/t)*ttztgq,4 |) 7. 
(d) [ e dt ^. $ 


25 ok ， ; 
I(x) = Í exp -= 十 2| dt 


I= f e *"* x3/? In(1 + z)dz 
0 
完全 的 渐 近 展开 (w 一 +00). 


27 求 下 述 积分 的 渐 近 表示 : 


I(x) = |. eats todt, £ 一 oo 


1 ic 
| ist l'(ge?) 
(a) i) - | e dt ~ 37. 
e? 12 
1( (z) =/ 2 eite di 一 / 
~ Le 


1 2] ri i 
) Te) = f matt) ~ ma 


29 RKRu> o, J,(v) 的 渐 近 表示 
J (v) = - | cos [v(sin t ~ t)| dt — aner | e vGhtetgy 
2.10 求 下 述 积分 与 渐 近 展开 ， 
T= — izt? 
f di 
(a) 用 驻 相 法 求 其 首 项 ; 
(b) EA FYH t 上 证 明 4 — v, u^—v*—1 是 最 陡 下 降 路 径 ; 
(c) 在 上 述 两 条 线 上 积分 ， 得 到 完全 的 渐 近 展开 式 . 


第 三 章 ”波动 问题 与 渐 近 积分 


为 了 了 解 积分 的 渐 近 展开 理论 在 物理 问题 中 的 应 用 ， 我 们 选择 
同 它 有 密切 关系 的 波动 问题 来 进行 研究 ， 首 先 简单 叙述 波动 的 一 般 
概念 ， 然 后 以 渐 近 分 析 为 手段 来 阐明 群 速度 的 物理 意义 ， 最 后 再 举 
几 个 具体 的 波动 问题 的 例子 . | 


31 波动 概论 


所 谓 “ 波 动 ” 是 指 随时 间 演 化 和 空间 传播 的 一 切 振 荡 现 象 ， 这 
里 特别 要 指出 的 是 ， 波 的 传播 并 不 意味 着 介质 本 身 也 在 传播 . 

波动 是 自然 界 与 人 类 生活 中 经 常 发 生 的 一 种 普遍 现象 .水 的 表 
面 波 是 早已 为 人 们 熟悉 的 一 个 例子 ; 其 次 是 声音 ; 1690 年 ，Huygens 
提出 了 一 个 光学 原理 , 他 的 出 发 点 就 是 认为 光 是 一 种 波动 ， Maxwell 
的 电磁 波 理论 是 19 世纪 最 重大 发 现 之 一 ; HEHk; 人 们 还 知道 
了 国体 介质 中 的 弹性 波 ，20 世纪 以 来 , 由 于 物理 学 中 量子 力学 和 相 
对 论 所 引起 的 革命 ， 人 们 又 引进 了 物质 波 、 引 力 波 的 概念 ， 此 外 ， 
最 近 20 年 来 ， 林 家 普 又 提出 了 星系 密度 波 理 论 . 可 见 ， 波 动 现象 真 
是 无 所 不 包 ， 无 处 不 在 的 . 

为 了 叙述 的 方便 起 见 ， 我 们 还 是 先 复述 一 下 波动 理论 中 的 一 些 
基本 概念 . 

1. 频率 f 是 指 单位 时 间 内 振荡 的 次 数 ， 圆 频率 w 指 单 位 时 间 
内 的 相 移 ， 显 然 


w= 2r f (3.1.1) 
2. 周期 了 是 指 振荡 一 次 所 需要 的 时 间 
r=- (3.1.2) 


f w 
=. 73 


3. 波长 入 指 振荡 一 次 在 空间 传播 的 距离 或 相同 振动 状态 两 点 
间 的 距离 ; | 

4. 波 数 天 指 波 沿 空间 某 一 方向 传播 单位 距离 所 引起 的 相位 移 ， 
它 是 与 单位 距离 上 波峰 ( 谷 ) 的 数目 成 正比 的 ， 显 然 | 


2n 

k = X (3.1.3) 
如 果 考 虑 到 传播 方向 ， 它 可 以 用 矢量 表示 

k = kko (3.1.4) 
ko 是 沿 着 波 传播 方向 的 单位 矢量 ， k 叫 波 矢量 . 

5. WE c 指 单位 时 间 内 波 传播 的 距离 ， 我 们 不 难 导出 

A-cT (3.1.5) 

由 于 速度 也 有 方向 性 ， 故 可 用 矢量 表示 
|. c= cko | (3.1.6) 


这 里 的 波 速 指 的 是 同 相 位 的 点 在 空 间 传 播 的 速度 ,所 以 叫 相 速 (phase 


velocity). 


为 了 更 清楚 地 说 明 这 一 概念 ， 我 们 来 讨论 平面波 
$ = ae” | (3.1.7) 
式 中 a 为 振幅 ， 6 为 ARA (phase function), 可 表达 为 | 
—k.r ut (3.1.8) 


k ARRE, r ELERE, vol. 
波 阵 面 (wave front) 是 指 由 空 癌 同 相位 的 点 构成 的 一 维 流 形 ， 即 


0 = const. ] (8.1.9) 
。74 ， l 


常 天 量 时 ， 波 阵 面 显然 是 平面 ， 所 以 叫 平 面 波 . 


uk 
若 在 时 刻 t 至 t+ AC 间 ， 原 波 阵 面 从 " 移动 到 7 + Ar 的 位 


k.Ar—wAt=0 (3.1.10) 
dla dr| w | 
c=] (3.1.11) 
这 里 ， k 为 波 数 ; Nu 
c= Lo (3.1.12) 
ko 刚好 是 波 阵 面 的 法 线 方 向 . 


从 (3.1.12) 可 以 看 出 ， 在 (w/k) x const 时 ， 相 速度 是 与 频率 
或 波长 有 关 的 ， 这 种 现象 叫 色散 (dispersion). 这 是 因为 波 速 依赖 于 
频率 .在 折射 时 ， 因 折射 指数 不 同 而 发 生 色 散 现 象 ， 雨 后 的 彩虹 就 
是 这 样 形成 的 ， 单 峰 的 波形 包含 着 不 同 的 频率 成 分 ， 由 于 它们 各 自 
的 波 速 不 同 会 发 生 畸 变 ， 这 是 除非 线性 效应 ， 耗 散 效应 以 外 ， 使 波 
形 发 生 畸 变 的 另 一 原因 ， 这 样 一 来 ， 我 们 可 以 将 波 分 成 两 类 : 一 类 
叫 非 色散 波 ， w= ck; 另 一 类 叫 色 散 波 ， wxck 这 里 ， 频 率 与 波 
数 的 依赖 关系 叫 色 散 关 系 ， 它 可 表达 为 


w= w(k) — (8113 
或 以 隐形 函数 形式 表示 ， 
Glw, k)=0 (3.114) 
有 时 也 可 表达 为 相 速度 与 频率 的 关系 
c — c(w) (3.1.15) 


将 平面 波形 式 的 (3.17), (3.18) 代入 下 列 发 展 方程 
”波动 方程 | 
| pu — cV? —0 


. 75° 


Klein-Gordon 方程 

bu -VH + 626 — 0 
线性 Boussinesq 方程 

bus — o! V3o — BV? onu = o 

线性 Korteweg-deVries 方程 

$t + apr + Borer = 0 
线性 Burgers 方程 

Qt a; — Voz, —0 


Schrödinger 方程 


我 们 可 以 分 别 得 到 如 下 色散 关系 ; 
w = ok 
v= tyak e 
An ak 
(VÉ P 


w = ak — gk? 


(3.1.16) 


w = ak — ivk? 
__ hk? 
2m 
所 以 ， 除 了 第 一 式 为 非 色散 波 ， 第 五 式 为 耗 散 波 外 ， 均 为 色散 波 ， 
一 般 说 来 ， 对 于 以 多 项 式 算 子 表达 偶 微 分 方程 


9 2 2 5-09 (3.1.17) 


P(x Ór, Dry 9r, = 


* T6 * 


那么 ， 它 对 应 于 平面 波 (3.1.7), (3.1.8) 的 色散 关系 应 为 


P(—-i&w, iki, ik? ik3) = 0 (3.1.18) 
这 种 色散 关系 必然 是 多 项 式 ， 390A. SLRÍDATERMIGTEAXNMIEE 
项 式 型 的 色散 关系 呢 ? 为 此 ， 我 们 来 考察 如 下 的 积分 微分 方程 : 

Op T Op ,. 

irt] Kis -Osgdt - o (3.1.19) 


将 平面 波 解 (3.1.7)(3.1.8) 代入 ， 可 得 


C 一 一 J K(Q)e ** qc 


— 00 


所 以 ，KK 的 函数 形式 应 恰好 是 c = celk) 的 Fourier 逆 变 换 即 


K(z) = 二 J c(k)e**dk (3.1.20) 


璧 如， 我 们 已 知 多 项 式 的 色散 关系 
C(k) = Co + Cok? + + Co, Kk? (3.1.21) 
由 (3.1.20) 得 | 
K(x) = Co6(z) — C26 (£) +--+ (-1)"Co,,09) (y) — (3.1.22) 


从 (3.1.19) 出 发 ， 可 导出 相应 于 色散 关系 (3.1.21) 的 微分 方程 为 


Op 9o m 
Br + Oona o6 CY Com mk 


除 (3.1.19) 式 之 外 ， 对 于 表面 波 ， 仅 沿 某 方向 有 波动 现象 ， 另 
一 方向 无 波动 现象 的 也 会 得 到 非 多 项 式 的 色散 关系 . 

对 于 非 线 性 方程 ， 情 况 要 更 复杂 些 ， 我 们 显然 可 以 看 到 ， 色 散 
关系 ， 因 而 波 速 也 要 依赖 于 振幅 a. | 


nj2m+l1 
o ? o (3.1.23) 


现在 再 来 讨论 移动 介质 中 的 波 的 色散 关系 ， 由 于 波 的 相 速 是 相 
对 于 波源 来 说 的 ， 对 于 运动 的 波源 或 介质 ， 我 们 计 及 波源 本 身 或 介 
质 本 身 的 移动 速度 后 ， 色 散 关 系 应 改 成 


w=U.k+wo | (3.1.24) 


Xu, U 是 介质 或 波源 移动 速度 ， wo 为 固有 频率 ， w JEMA 
率 ， 也 就 是 说 ， 波 的 表 观 频率 与 介质 或 波源 运动 速度 和 方向 有 关 ， 
这 叫 Tóppler 现象 ， 璧 如， 火车 开 近 时 的 汽笛 尖 叫 声 或 远离 时 声音 
又 变 低沉 就 是 这 个 原因 ， 当 波源 移动 得 比 波 速 快 时 会 产生 Mach 4& 
及 声 爆 (sonic boom) 现象 ， 若 波源 移动 刚好 等 于 相 速 ， 这 时 在 该 运 
动 坐标 系 中 ，w = 0, 也 就 是 说 ， 我 们 看 到 的 只 是 “定常 ”的 波谱 ， 


3.20 ” 群 速度 与 渐 近 分 析 


ME, 我 们 要 比较 详细 地 来 讨论 波动 问题 中 的 一 个 重要 概念 一 
群 速度 (group velocity). 为 了 直观 起 见 ， 我 们 先 来 考虑 两 个 波 数 ， 
频率 相近 的 谐 波 的 和 琶 加 ，. 


$i = asin[(k — Ak)z — (w — Aw)t] 
po = asin[(k + Ak)z — (w + Aw)t] 


那么 ， 登 加 后 的 结果 为 
由 三 20cos(Akz — Awt) sin(kz — wt) (3.2.1) 


到 加 后 ， 波 形 的 调制 如 图 3.2.1 所 示 . 


T8 À 


x 


图 3.2.1 Pi SEXE IE URS REDI 一 波 的 谓 制 


我 们 看 到 ， 虽 然 叙 加 后 的 波 其 波 数 与 频率 仍 与 原先 相近 ， 但 振 
幅 以 缓慢 的 频率 在 改变 着 ， 或 发 生 调制 (modulation) 形成 了 波 包 
(wave packet), 我 们 称 波 包 的 传播 速度 
— lim Aw = dw 
Ak-0 Ak dk 
为 群 速度 ， 在 振动 问题 中 也 有 类 似 现象 ， 两 个 频率 相近 的 音叉 同时 
振动 会 产生 拍 . | 

上 面 只 分 析 了 含有 两 个 谐 波 时 所 产生 的 群 速度 ， 现 在 要 推广 到 
含有 许多 谐 波 成 分 时 的 情况 ， 对 于 含 多 种 频率 成 分 的 线性 波 ， 我 们 
可 将 解 表达 成 积分 形式 


C; (3.2.2) 


了 一 / F(k) exp [i(kz ~ w(k)t)] dk (3.2.3) 
0 


其 中 E 
w = w(k) 
. T9 2 


为 色散 关系， 了 (k) 由 初 条 件 确 定 


F(k) = l J «ets oy (3.2.4) 
0 


T 


解 (3.2.3) 可 写成 
e- | F(k) exp liv(k)t] dk (3.2.5) 
0 


车 (z/t) —const, R t — oo 时 o 的 表达 式 ， 相 当 于 求 远 场 解 ， 这 显 
然 可 用 驻 相 法 来 计算 ， 即 求 


V (k) = ; -w (k)=0 | (3.2.6) 


LAAHAA, AERA k= ky 那么 


pr, t) ~ F (kg) exp LE [hg — w(ko)t — Tegn" (ka) P 


因此 ， 波 幅 a 的 渐 近 行为 是 
| ax - F (kg) 


a S L (3.2.8) 
yt jw” (kg)] 


即 以 £73 RER. ITF Ok, =const 之 等 波 数 面 ， 它 是 以 群 速度 c, dE 
播 的 | 
xr 


cg = F =w (kg) | (3.2.9) 


我 们 还 可 以 从 能 量 观点 来 解释 群 速度 ， 由 于 能 量 密度 与 振幅 平 
方 成 正比 ， 所 以 介 于 riki), ro(ko) 之 问 物理 空间 的 总 能 量 为 


z2 22 


Ex [ade [| as (3.2.10) 
J tjw (k) 


T1 


. *80* 


因为 x; 是 等 波 数 面 ， 所 以 
Ti = w'(ki)t (3.2.11) 


在 ki, ko B] w (k) #0 的 假定 下 ， 不 妨 设 w (ki) > o, 将 上 述 积 
变换 到 波 数 空间 中 去 : 


k2 
E «x J For" aoa = const (3.2.12) 
ki " 
由 此 可 见 ， 介 于 两 等 波 数 面 间 的 能 量 保持 不 变 ， 所 以 ， 从 这 个 意义 
上 讲 ， 群 速度 也 是 能 量 传播 的 速度 .由 于 随 着 t 的 增长 ， 波 的 范围 
以 正比 于 t 的 速度 扩展 ， 所 以 ， 能 量 密度 反比 于 tt, 而 振幅 a 则 反比 
于 d. 
下 面 ， 我 们 再 从 动力 学 观点 来 研究 波 列 的 传播 . 假定 
e = a(z, t)eilztlz, 明天 (本 (3.2.13) 


也 就 是 说 , 这 时 不 仅 振幅 随时 间 地 点 缓慢 变化 , 而 且 也 不 是 平面 波 ， 
k(z,t), w(x t) 也 是 时 间 、 地 点 的 缓 变 函 数 ， 我 们 依然 有 色散 关系 


w = w(k) 
因此 
0 = kr 一 w(k)t 
于 是 
oð 004 Ok 
a; ht [ew (t| z- 
90 ln | Ok 
5:7 —w(k) + E — uw (k)i ET 
在 缓 变 的 假定 下 | 
| 00 
90 


这 瑟 单 色 平面 波 有 相同 的 结果 ， 从 (3.2.14), (3.2.15) RA 


其 物理 意义 就 是 波 数 守恒 定律 ， 利 用 色散 关系 ， 上 式 进一步 化 成 


Ok /OK ók Ok 
”上 述 表达 式 说 明 , 波 数 是 以 群 速度 传播 的 . 如 果 t = 0 时 ，k = f(x), 
那么 方程 (3.2.17) 的 通 解 为 


k = f(£) (3.2.18) 
2 一 《十 cs (f (E))t | 
这 就 是 天 = k(z, t) 的 隐 式 解 ， 这 是 因为 沿 特征 线 
^d 
T9 (3.2.19) 


k — const (3.2.20) 


的 缘故 ， 对 于 三 维 的 情况 ， 可 参看 Witham(1974) 的 书 . 


由 于 扰动 面 是 以 最 大 群 速度 传播 的 ， 我 们 常常 称 它 为 先导 波 ， 
在 那里 mE 


w (ke) -0 (3.2.21) 
这 时 ， 驻 相 法 公式 (3.2.7) 就 不 适用 了 ， 因 为 


w(k) = w(ke) +w (kc)(k — kc) + s (ko)(k - ke 
. 82 " 


所 以 


p 一 expi[kez — w(k.)t] J F0 exp? ((z — cot)(k — ke) 
0 


l w 
—-w (kjt(k — ke)? p dk 
05 j (3.2.22) 
= expi [kex — w(k.)t] / F(k + k;)expi (a — cot)k 


-3 Gare] dk 
因为 ， Airy 函数 有 积分 表示 


Ai(z) 一 = ji exp filez + um ds (3.2.23) 


—00 


RJ Wi 
y c 2n F(k.) expi [ker | 
B i 9l. (3.2.24) 
—w(ke)t] nl Ai [2e 
| tw (ke) (tw (ke))? 
由 Airy RRAK 
l ex (222) /^— z— 400 
NZTT P3 
Ai(z) = 
1 2 3/2 T 
——— sin(~ |z| 一 ) z 一 一 co 
CIE 


所 以 在 先导 波 前 是 衰减 型 的 ， 在 先导 波 后 是 振荡 型 的 ， 波 幅 以 E 
衰减 ， 因 此 ， 它 衰减 得 比 波 的 其 它 组 成 部 分 缓慢 . 
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3.3 水 波 


前 面 讲 的 是 关于 色散 波 的 一 般 理论 ， 我 们 常见 的 水 波 就 是 一 种 
色散 波 . 以 有 限 深度 的 一 维 水 波 来 说 ， 它 的 速度 势 p 满足 Laplace 
方程 ， 即 

Vp=0 (3.3.1) 
以 及 运动 学 、 动 力学 边界 条 件 
ap X 82 X 


ðz Ot ðr ðr’ =s | (3.3-2) 
Ov 1_» D 

A? -V = 一 一 一 3.3.3 
ôr -0， z = —oo (3.3.4) 
Oz 


其 中 C = Clr, d 是 自由 面 的 方程 ， 这 是 典型 的 非 线性 边界 条 件 ， 
除了 有 非 线性 项 外 ， 还 有 竺 定 的 自由 面 ， 如 果 波 幅 和 很 小 ， 可 以 线性 
化 ， 得 到 边界 条 件 为 


Op OQ 


Lo, z=0 (3.3.5) 
Oo p O 
x tx--b. z=0 (3.3.6) 
我 们 可 取 解 的 形式 为 
C = a eem | (3.3.7) 
gom b entire) (3.3.8) 


它 满足 方程 (3.3.1) 及 边界 条 件 (3.3.4), 代入 边界 条 件 (3.3.5), (3.3.6), 
可 得 

iwa + kb = 0 

(og + Tk?)ja — iwpb = 0 
. 84- 


这 竺 ， 我 们 已 考虑 了 表面 张力 在 内 的 压力 平衡 ， 所 以 


a?( 
p= -1 a7 
为 了 得 到 非 零 解 ， 必 有 
iw k 
=Q 
pg+Tk? , —iwp 


i Tk? 
w = k(g + PE 


这 就 是 无 限 深度 时 兴 波 的 色散 关系 ， 伸 重力 毛细 波 . 
( 4T» / mM. w? = Rg， dn 
G) uS eM, w= 


对 重力 毛细 波浪 ， 相 速 与 群 速 分 别 为 


人 
ET 
Cg = 3€ o. 
1 十 —k 
pg 
所 以 对 重力 波 
cy ec 
对 于 毛细 波 
Cg — 3467€ 
我 们 知道 
| w = ck 


(3.3.9) 


(3.3.10) 


(3.3.11) 


| (3.3.12) 


(3.3.13) 


(3.3.14) 


(3.3.15) 


(3.3.16) 
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所 以 
dua dc 


T c k 
dk 0 gk 
c . dc dc . dc uL 
在 未 >0 或 有 <0 时 ， Cg > Ci qu SOR y >ON, cg « c 前 


Cg = 


dk l 
者 叫 反 常 色散 (如 毛细 波 ); 后 者 叫 正 常 色散 Cn $7) UR). EJEM 
波 的 相 速 有 一 极 小 值 ， 发 生 在 


km = 2d | ($7) 

处 ， 这 时 有 T 
d = xy | (3.3.18) 
对 于 水 波 而 言 ， = 0.074N/m, g = 9.8m/s?^, p = 1000kg/m?, 


cm = 23.2cm/s, àm = 1.73cm, km = 363.91/m. 所 以 只 有 当 波 长 很 
短 时 ， 才 需要 考虑 毛细 波 效 应 . 

现在 ， 我 们 要 研究 流体 沿 着 zl 方向 以 速度 U 流动 时 波 的 传播 
情况 ,我 们 将 问题 归结 成 对 新 的 速度 势 $ 的 方程 ， 它 与 原 速度 势 的 
关系 为 


e(zi, 2, 2, t = Un - zU% + Blz1, a zd) — (3319) 
BR, lzi, mz, t) 依然 满足 Laplace 方程 E 
vV? =0 (3.3.20) 
以 及 线性 化 边界 条 件 
$, 一 oC + UCy, 在 z=0 (3.3.21) 
at | 
P, +g +U &,, = — f(x)! + m 在 2-0 (3322) 


$0 | | z— —oo (3.3.23) 


所 以 ， 引 入 Un 是 为 了 消除 沿 m 方向 的 均匀 速度 ， 引 入 -zU^ 是 
为 了 使 边界 条 件 (3.3.22) 简化 ， 引 进 eet 的 因子 说 明 £9 -oo 时 不 
" 86 " 


存在 外 界 庄 力 场 ，Cz;z; 代表 了 按 相 同 下 标 相 加 的 哑 指 标 . 我 们 假定 
解 的 形式 为 


oo 
(s, z, t) =e" f B(kye k Ibl qi (3.3.24) 


. (æ, t) = e*t J ^ A(k)ei hl gy (3.3.25) 


v, k $8 v1, v2 平面 内 的 矢量 ， 波 矢量 . (3.324), (3.3.25) 式 满 足 方 
程 (3.3.20) 及 边界 条 件 (3.3.23), 将 它们 代入 运动 学 、 动 力学 条 件 得 


(e 4 iUk))A — |k| B = 0 


T , 
(g + p Ik|^)A + (e + iUk1)B = —F(K) 


AP, F(k) 是 f(x) 的 Fourier 变换 


F(k) = es Gy Ji f(z) i da (3.3.26) 
求 出 上 述 方程 之 解 
C= e f 0 E (3.3.27) 
其 中 | 
we = (9 十 I > lk) Ik] | (3.3.28) 


是 重力 毛细 波 的 色散 关系 ， AEAN 
1. —#E JR, HBE f(x1) = pb(zl), 这 时 F(ki) = 


C QUU oo kien 
p 2m 2s. | (RU — ie)? 一 wó(k1) 


x 


(8T ^ 


E (3 3 29) 
4 (kiU + ic)? — wi (kı) Bi 


" eit dk, 
~ lim z- 27 : || i-us 2ieU — g 
e izdk. 


+ kiU? + 2ieU -g + 2ieU 一 g | 


因此 


(3.3.30) 


为 了 计算 高 阶 近似 ， 应 改变 围 道 ， 取 最 陡 下 降 方向 ， 并 考虑 两 种 情 


P 
(i) zl > 0, 改变 路 径 后 还 要 计 及 因 奇 点 存在 的 留 数 ， 所 以 


2 et 9? —mnai 
GU? — lim ie f e dm 
p 0) 2r mL ie, 
| J U? U 
«f ie "714m 
DE" 21€ 
o mt 


=- R- 


F -mzi 
= JPET — 2sin E (3.3.31) 
T 2,9 U | 
0 m + gya 

nomeu. 因为 围 道内 无 奇 点 ， 所 以 
i -mz | 
GU L fme "ndm (3.3.32) 
POO TJ ana. UU 

UA 
还 是 用 渐 近 方法 来 估计 下 述 积分 : | 

vi —mlzilg VIE 2 4 | | 

me "Qm feme] 2 eL.. 

mig | e 1 | p? um [an 
1 3! 5! 


k?z? kiri ut k6z9 (33.33) 


MEUM MEM 


波 波 数 ku. 所 以 离开 原点 为 一 个 波长 时 ， kA = 27, 上 述 积 分 值 就 
很 小 了 ， 可 忽略 不 计 : 这 时 
cU? | 0 ZT<0 


(3.3.34) 


p 一 2 Sin kgz r0 


即 重力 波 出 现在 扰动 源 的 后 面 . 
一 微 重 力 毛 细 波 ， 同 样 可 解 出 


im €- J ikzi dk 

—— = hm — M 

pP  e902m ^ TEM pg , 2ieUp 
T T 


o-ikzı dk ( 
«[—d e 7g; 3.3.35 
£2 U? Tek pg 2ieU p | 


T T 
* 89 - 


FAE 
k? 0 ka. P9 29 (3.3.36) 


U? 22] a = c (3.3.37) 


— L qm ZEN 
k TU rJJU5 -c) (3.3.38) 


.大 的 根 叫 ks MI kg, BE kp > hy， 那么 (3.3.35) 第 一 积分 之 分 
母 有 两 个 根 | 


根 的 附近 ， 在 


2iU p 


kı = kp ~ T. Ey . (3.3.39) 
kz = ky + T i (3.3.40) 

同样 地 ， 第 二 积分 之 分 母 也 有 两 个 根 为 
| 和 = 了 十 元 Ta 站 (3.3.41) 
k2 = kg T " (3.3.42) 


XXI, AME 2; >0 还 是 zi < 0, 不 管 所 取 积 分 路 径 恕 何 ， 第 一 、 二 
积分 的 围 道内 总 有 奇 后 存在 ， 所 以 都 有 波动 项 出 现 . 

p . 
TAE. - ET sin k,z1, zit 0 (3.3.43) 
/p= 


-27 sin Kor, xı >0 (3.3.44) 


-上 _ 
kp — k)T 

也 就 是 说 ,在 重力 毛细 波 前 后 都 有 波 存 在 .我 们 可 按 (3.3.43), (3.3.44) 
式 知道 重力 毛细 波 的 波谱 , 从 物理 上 讲 ， 毛 细 波 群 速 大 于 相 速 ， 音 力 
波 群 速 小 于 相 速 ， 所 以 这 是 完全 可 以 理解 的 ， 若 要 产生 定常 运动 ， 
. 900 . f 


U 必须 等 于 重力 毛细 波 之 相 速 ， 且 大 于 cm, (3.3.38) 式 才 能 有 两 个 
实 根 ， 耕 则 ， 只 有 毛细 波 产 生 . | | 


图 3.3.1 重力 毛细 波谱 


3.1 求证 有 限 水 深 二 维 重力 波 的 色散 关系 为 w? = gk tanh kh 如果 
考虑 表面 张力 ， 导 出 类 似 的 表达 式 ， 并 计算 其 相 速 度 ， 群 速度 . 


32 有 二 种 液体 ， 轻 液体 置 于 重 液 体 之 上 ， 由 外 界 扰动 可 以 产生 界 
面 波 ， 在 无 界 ， 有 界 情况 下 ， 请 导出 色散 关系 ,并 计算 其 相 速度 与 群 
速度 . | 


3.8 在 上 下 两 层 液 体 同 时 还 有 速度 U, U2 时 ， 研 究 其 界面 波 的 特 
性 ， 除 了 有 相 速 度 群 速度 外 ， 还 可 研究 各 种 因素 引起 的 不 稳定 性 . 
3.4 已 知 其 物理 量 olx, t) 由 不 同 成 分 的 谐 波 登 加 而 成 ， 若 已 知 
plz, 0) =e, ，a > 0, w = K?, GR olr, t) 的 表达 式 及 其 渐 近 行 
为 ， 
3.5 试用 Fourier-Laplace 变换 求解 二 维 水 波 的 上 退 变 问题 
Qo 9^p 
ó ^ 028 TO 


9] > 


NEA z=0 
Ot Bz’ 加 
0p pa 

Br TIS p^ 2 一 0 


在 底部 | 
ap OH | OpOH 


| sz Ət t ðr ðr ? 
讨论 由 自由 面 初 位 移 或 底部 速度 , 即 (1) C(e, 0) = Go(z) (2) 881.9 = 
Ho(z) 所 引起 的 扰动 ， 并 分 析 其 渐 近 行为 . 


2 二 —h 


. 02 * 


第 四 章 微分 方程 的 渐 近 解 


”在 本 章 ， 我 们 要 用 渐 近 方法 来 研究 微分 方程 的 渐 近 解 ， 讨 论 该 
方程 在 某 局 部 区 域 的 渐 近 行为 ， 这 是 渐 近 分 析 的 另 一 重要 内 容 ， 我 
们 首先 对 微分 方程 的 奇 点 进行 分 类 ， 然 后 在 各 类 奇 点 邻 域内 求 级 数 
解 或 渐 近 解 ， 着 重 讲述 非 正 则 奇 点 邻 域内 的 渐 近 解 . 我 们 还 从 微分 
方程 渐 近 解 的 角度 进一步 探讨 Stokes AR. 最 后 ,我们 将 讨论 方程 
组 和 差分 方程 的 渐 近 解 ， 


41 微分 方程 的 奇 点 


为 方便 起 见 ， 我 们 首先 讨论 一 阶 常 微分 方程 的 简单 情况 
y (x)= F(z)z) | (4.1.1) 


它 的 通 解 为 
y = Cel Fr)dr (4.1.2) 


Ti F(x) 在 zo 的 邻 域 |z — zol < R 内 是 解析 的 (这 里 ， 我 们 把 
2 看 作 复 变量 ) 由 于 


F(z) = y Eja — zo)" —. (4.11.3) 
n=0 
解 (4.1.2) 可 写成 | 
y = C exp( Y^ Fale o)", (4.1.4) 


n+i 


n=0 


它 亦 是 zo 的 邻 域 |z — zol < RR 内 的 解析 函数 ， 这 时 ， 我 们 称 mo 为 
微分 方程 (4.1.1) 的 正常 点 (ordinary point). | 
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Xi ro 为 函数 F(x) 的 一 阶 极点 ， 即 F(x) 在 ro 点 附近 可 天 达 
为 qs 
F(z) = M. F(z — z0)" (4.1.5) 


T — X0 n-Ü 


这 时 ， 方 程 的 解 为 
y = c(z — ro) exp[F1(r — zo) 十 2 —- zo) --.-.] (4.1.6) 


除了 Fo 为 正 整数 外 ，zo 点 是 方程 (4.1.1) 解 的 极点 或 支点 ,这 时 ， 
我 们 称 zo 为 微分 方程 (4.1.1) 的 正则 奇 点 (regular singular point). 
请 注意 ,在 正则 奇 点 邻 域 内 依然 可 以 有 解析 解 ， 璧 如 Fo 为 正 整数 的 . 
情形 ， 

4 ro AE F) 的 二 阶 或 二 阶 以 上 极点 ， 即 下 (z) 在 zo 点 
附近 可 表达 成 

Flo) = ys L le-a)", N>2 (4.1.7) 

故 方程 (4.1.1) 的 解 为 


— Fo Fi 


F= — rn MN-1 MM. — ————À——— ———— 
c(r—to) expiry — 1)(xz — zo)! (N —2)(x - ro)" -2 


Fy 
(E - zo)? +-+] (4.1.8) 


N-2 
xo) PENE ~ 2o) + 
显然 ， zo 是 方程 的 解 的 本 性 奇 点 ， 这 时 ， 我 们 称 ro 为 微分 方程 
(4.1.1) 的 非 正 则 奇 点 (irregular singular point). 

归纳 起 来 ， 我 们 可 以 从 微分 方程 系数 的 性 质 ， 确 定 奇 点 分 类 ， 
并 推断 解 的 性 质 . 


表 4.1.1 一 阶 微分 方程 奇 点 分 类 


解 y(z) 的 性 质 
解 y(z) 解析 

S 解 y(z) 解析 或 有 极点 、 支 点 
非 正则 奇 点 解 y(z) 有 本 性 奇 点 


一 阶 极点 
一 除 以 上 极点 . 


T 


我 们 再 来 讨论 二 阶 常 微分 方程 


y t pz) +a(r)y=0 (4.1.9) 


的 奇 点 类 型 ， 


3:758 (413.9) 的 系数 ple), q(z) Æ |z- zol < R 内 和 解析， 我们 
Wk ro 为 方程 (4.1.9) 的 正常 点 ， 它 的 解 至 少 在 该 邻 域内 解析 . 

若 方程 (4.1.9) 的 系数 plr) qale), 满足 p(x)(x 20),q(7)(z 一 
zo)^, 在 jz 一 zol < R 内 解析 ， 我 们 称 zo 为 方程 (4.1.9) 的 正则 奇 
点 ， 那 么 在 该 邻 域内 它 的 两 个 线性 无 关 解 的 形式 为 : 

yi (z) = (z — zo) Yi cn(£ — zo)” 


n= 


= (4.1.10) 
y(x) = (z — zo)* 2. dal? — 20)" 


或 


gi(r)-gy(x)In(z — zo) + (z — zo)? 5 dn(z — zo)" (4.1.11) 
n=0 
我 们 称 (4.1.10) Xj Frobenius 型 级 数 解 ， 称 (4.1.10),(4.1.11) 为 正则 
解 . 请 注意 ， 当 pi, p2 为 零 或 正 整数 时 ， 正 则 解 是 解析 顷 数 ， 所 以 ， 
正则 解 包 括 了 解析 解 的 情况 ， 否 则 就 是 极点 或 支点 ; 

者 方程 (4.1.9) 的 系数 p(z),a(z) 中 至 少 有 一 个 不 满足 (zx 一 
zg)p(z), (z — zo)^q(x) 在 zo 解析 的 条 件 ， 我 们 称 该 点 为 方程 (4.1.9) 
的 非 正则 奇 点 . 在 该 点 邻 域内 至 少 有 一 个 解 在 ro 点 有 本 性 奇 点 . 

同样 地 ， 上 述 的 奇 点 分 类 法 可 以 推广 到 n 阶 常 微分 方程 的 情 
况 : 


y”) 十 Ph 1 (zjy D + Pu 27 7 十 … 十 po(x)y 一 0 (4.1.12) 


若 方 程 (4.1.12) 的 系数 po, pi,… ,pn-! 在 xo 的 邻 域 |x 一 zo| < 
R ARH, RIIE ro 为 该 方程 的 正常 点 ， 它 的 解 至 少 在 该 邻 域内 解 
析 ; 


«95 。 


若 方程 (4.1.12) 的 系数 po,p1,… ,pn-1 在 zo RRR |r- zro] < 
R 内 满足 po(zj(z 一 zo)^,mi(z)(z — 20) ,pn-1(Z)(x — zo) 解 
析 的 条 件 , 我 们 称 zo 为 方程 (4.1.12) 的 正则 奇 点 . 它 在 lz 一 zol < R 
WA n 个 线性 无 关 的 正则 解 . 


y(r) = (x — zo) Si mntz — zo)l Aio) (4.1.13) 


i=0 


AF, Ai 是 该 邻 域 内 的 解析 函数 ， 注 意 ， (4.1.13) &1& T (4.1.10) 
(4.1.11) 的 形式 有 支点 、 极 点 的 情况 在 内 ， 也 包括 了 解析 的 情况 ， 

车 方程 (4.1.12) 的 系数 pi, pos cosi Dai Æ zo 的 邻 域 |z 一 zol 
< 六 内 ， 至 少 有 一 个 不 满足 po(z)(z 一 zo) m(x)(z 一 z0] ,…， 
Pn-i(r 一 xo) 解析 的 条 件 ， 我 们 称 ro 为 方程 (4.1.12) BEENS 
点 ， 它 至 少 有 一 个 解 在 点 zo B ARTES A. 

从 上 面 关 于 奇 点 分 类 的 结论 中 ， 我 们 看 到 ， 奇 点 的 类 型 主要 由 
微分 方程 的 系数 在 该 点 邻 域内 的 性 态 唯 一 决定 的 ， 而 不 是 由 解 的 性 
态 唯一 次 定 的 ， 但 我 们 却 有 如 下 的 逆 定 理 (Fuchs, 1866). 

若 微分 方程 (4.1.12) 的 所 有 线性 独立 解 在 ro 的 邻 域 lz 一 xol 
< R WIESE (4.1.13). 那么 zo 至 多 是 该 方程 的 正则 奇 点 . 

至 于 无 穷 远 奇 点 的 分 类 ， 这 只 要 作 变 换 


就 可 把 无 穷 远 点 变换 成 原点 ， 然 后 按 通常 的 方法 进行 讨论 ， 以 一 阶 
方程 为 例 ， 在 变换 (4.114) 下 ， 原 方程 化 成 | 


YY + F(aY=0 (4.1.15) 
i F(z) = 二 D 一 一 UER (4.1.16) 
TIU i=0 
因此 


F(t) -F( nl 3 qo 2^ auf (4.1.17) 
:=0 
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根据 前 面 对 一 阶 方程 奇 点 分 类 的 讨论 ， 可 得 出 如 下 结论: 
F(x) = Zlot ess), co 为 正常 点 (4.1.18) 
F(z)- = (a0 £74), oo 为 正则 奇 点 (4119) 
F(z) 为 其 它 情况 ， oo 为 非 正则 奇 点 (4.1.20) 
同样 地 ， 我 们 可 以 讨论 二 阶 常 微分 方程 
y" 十 p(z)y + aq(z)y=0 (4.1.21) 


在 oo 处 的 奇 点 分 类 ， 结 论 如 下 ， 若 在 co 邻 域内 


p(z) = - + 中 十 … (4.1.22) 
1 qi 

a(z) = (0+ E +) (4.1.23) 

那么 ， oo 处 为 方程 的 正常 点 . 

HE oo 邻 域内 | 

1 
plz) = (po += +) (4.1.24) 
glz) = Zlot E +) (4.1.25) 


那么 ， oo 处 为 方程 的 正则 奇 点 . 

_p(z),dq(z) 在 其 它 情 况 下 ， œ 为 方程 的 非 正则 奇 点 . 

由 于 本 章 的 重点 是 放 在 如 何 求 微分 方程 的 渐 近 解 上 ， 对 于 奇 点 
分 类 的 一 些 证 明 ， 我 们 不 予 獒 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 有 关 书 籍 
(EPR 1965)， 但 我 们 还 要 举 一 些 例子 来 说 明 上 述 这 些 定理 的 应 
用 ， 因 为 正确 地 分 析 奇 点 类 型 是 求解 微分 方程 的 前 提 . 

[61 4.1.1] (z—- 1)(2xz — Dy" +2ry' - 2y 2 0. 该 方程 在 
z-l,z-iJAIEA, T/BPTSA),-2£2-— Kj 
| | ,97 . 


在 该 两 会 点 附近 解析 ， yo 的 收敛 半径 也 超过 系数 的 收敛 半径 . 

[ 例 41.2] y+ TU mY) 该 方程 在 z = 0 有 正则 
奇 点 ， 它 有 两 个 解 为 yi = H2, y = E 其 中 妨 在 x=0 有 极 
A y E r= 0 H. 

[ 例 4.1.3] z” 一 于 zy + zy = 0, 该 方程 在 2 0 YENA 
点 ， 但 它 的 两 个 解 yj = e”, yo =1 +r EE EE A AE Y K g. 

[ 例 4.1.4] zu" z(1— 2r) —2y —0, 该 方程 在 x 二 0 Ki 

近 有 非 正则 奇 点 ， 其 解 y m z^ (1-- 22), yo = x?es (1 一 27), EP y; 
在 zx —0 附近 有 本 性 奇 点 但 y 却 是 解析 的 . 

[ 例 4.1.5] y = riy, 它 的 解 为 


ur 
22 


iU 


1,2 3 
y—aes8" =a}, (zr?) 
n! 3 
n=0 


EX, KRAT EUR R REER, Mre ET Frobenius 型 
的 级 数 . 

[51 4.1.6] z'y" - (147 3z)y' 十 y=0, 我 们 可 形式 地 求 蜂 级 
数 解 


oo 
y = S (-1)"n!z^ 


n=0 
RAE ELURREN, [BT UE Frobenius 型 的 级 数 ， 因 
为 它 是 发 散 的 . 
上 面 这 些 例子 ， 都 给 我 们 指出 了 ， 应 用 奇 点 分 类 定理 时 ， 千 万 
不 要 单纯 地 从 解 的 形式 来 判断 奇 点 的 类 型 ， 
[ B) 4.1.7 ] Bessel 函数 满足 方程 


z^" + ay + (2? - 9) )y —0 (4.1.26) 
从 方程 可 知 、 Bessel KRE x = 0 AES A AR. r= 为 非 正 则 
奇 点 ， 
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[ 例 4.1.8 ] ”超越 几何 函数 满足 方程 
z(1— x)y" + [c — (a +b + 1)z]y' — aby = 0 (4.1.27) 


TE r=0,1,0 处 有 奇 点 ， 奇 点 的 类 型 讨论 如 下 : 

”z=0,c 关 0 为 正则 奇 点 ，ab = 0,c ==0 为 正常 点 . 

2 二 1, 一般 为 正则 奇 点 ，ab = 二 0,c 二 a 十 b 十 1 iE A. 
z 二 oo, 一 般 是 正则 奇 点 ; ab = 0,a 十 5 == 1 为 正常 点 ， 


4.2 正常 点 与 正则 奇 点 附近 的 级 狼人 


我 们 首先 要 回顾 一 下 微分 方程 教程 中 已 经 学 过 的 知识 ， 即 求 正 
常 点 附近 的 级 数 解 ， 从 84.1 的 讨论 ， 我 们 已 知 解 的 形式 为 


y = y an(Z — £o)” (4.2.1) 


n=0 


只 须 将 (42.1) 代入 微分 方程 ， 再 确定 系数 an 即 可 . 
[ 例 424 ] 求 方程 


y = 2zy mE (4.2.2) 


在 x=0 附近 的 级 数 解 . 
以 式 (4.2.1) 代入 (4.2.2), 并 让 r 的 同 寡 系数 相等 ， 得 递 推 方程 


2 
a 一 0， an= 二 an-2 (n22) (4.2.3) 


所 以 ， 奇 数 项 系数 为 夫 
(27 一 1 一 0 (4.2.4) 


偶数 项 系数 可 用 ao 来 表示 


Q2m = m üo (4.2.5) 
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我 们 得 到 解 的 形式 为 


y — ao 3 zm = aoe” (4.2.6) 


m=0 ^ 


[ 例 4.2.2] $ Aiy 方程 


y'— zy =0 (4.2.7) 
的 级 数 解 
同样 地 ， 以 式 (4.2.1) 代入 (4.2.7), 令 同 次 宕 系数 相等 得 递 推 
公式 。 
| =0, an = —2 3. (n23) (4.2.8) 
ap , n n(n m T 一 (e. 
所 以 
p ao rG) (4.2.9) 


3m(3m — 1)--..6-.5-.3.2 7 9"mll(m 4 2) ) 


a .,. TQ 
(3m -1)8m-..7-.6-4-3 Pm! (m+ $) 


Airy 方程 的 级 数 解 为 


a3m+1 = al — (4.20) 


i oo pm p9m41 
ui a 2. 9" m!T (m + å) +e aÈ mm! (m + $) 
适当 选择 c1, cz 可 以 得 到 常用 的 Airy 函数 ， cl = 375, c2 = 37$, 
y(x) = Ai(z), 3 c = 3-8, C3 = 375, y(x) = Bi(x). 
根据 54.1 的 讨论 ， 我 们 可 把 zo 为 正则 奇 点 的 方程 改写 成 下 述 
形式 


(4.2.11) 


zx gag 7 (4.2.12) 
Am 
p(z) = po + m(z — zo) +-+- (4.2.13) 
q(z) = qo + qı (£ — 20) t: © (4244) 
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为 zo 的 邻 域内 的 解析 函数 ， 我 们 可 假定 该 方程 有 Frobenius 型 级 数 
解 . 


y = (z — xo)" Y a.(x — zo)" (4.2.15) 


n=0 


Ly = ao(z — zo)* ?lo(a — 1) + poa + qol 
OO 


+ V (z — ro) ?*^(p(o + n)an 


n=l 


n—l 


+ > [(@ + k)pn-k + gn_k]ag} = 0 (4.2.16) 
k=0 


式 中 ， 记 号 
p(a) = afa — 1) + poa + qo 
o 要 满足 相应 于 该 式 的 特征 指数 方程 ， 


p(a) —0 l (4.2.17) 


a 称 为 特征 指数 (indicial exponent). MATAIRA A 


n—1l 


pla 4- n)as = — 3 (o + k)ps-k + qn-klak (4.2.18) 
k=0 | 


究竟 在 什么 情况 下 ， 才 能 得 到 两 个 Frobenius 型 级 数 解 呢 ? 如 果 不 

能 ， 又 有 什么 方法 获得 其 它 形式 的 解 呢 ? 这 要 分 三 种 情况 来 讨论 . 
1. 特征 方程 的 根 不 等 ， 且 al 一 as 不 等 于 整数 ， 这 时 ， 递 推 公 

式 (4.2.18) 中 | | 


plai+n) #0 (i—12;n-1,2,---) (4.2.19) 


所 以 ， 对 a = 01,02, 我 们 可 完全 确定 Frobenius 型 级 数 的 系数 ， 方 
程 (4.2.12) 有 两 个 Frobenius 型 级 数 解 . 
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2. 特征 方程 有 等 根 ， ai = az = a 这 时 ， 由 于 
p(o 4 n) x0 (4.2.20) 


我 们 可 以 得 到 ， 但 仅 可 得 到 一 个 Frobenius 型 级 数 解 . 现在 要 设法 
找 第 二 个 线性 独立 解 ， 我 们 已 知 ， 


yi = (x£ — zo)* 》 an(z — zo)" | (4.2.21) 
n=0 


暂且 取 8 略 不 同 于 o 以 及 


n=0 


oo 
Jı = (£ — zo) Y an(£ — xo) (4.2.22) 


我 们 使 系数 a, (0) 满足 递 推 关 系 (4.2.18), 那么 
Li = ao(z — zo)? ?p(8) 
两 边 对 6 微 商 ， 再 令 9 = a 


LF) = ao[(a--2) —29)*-*p(a)(z—29)*"^p(a)] = 0 (4.2.23) 


这 是 因为 特征 方程 有 重 根 o 之 故 ， 这 说 明 方程 (4.212) 的 另 一 个 与 
yi 线性 独立 的 解 为 


ð € 0 n n 
yi = a = yi ln(x ~ zo) + (£ — zo)? YDG — zo)" (4.2.24) 
3. 两 根 之 差 为 整数 ， 若 Ql — 02 tN, N > 0. 这 时 ， 我 们 可 以 
" | 
. p(oi n) Z0 (4.2.25) - 


得 到 一 个 Frobenius 型 级 数 解 . 


yı = (x — zo)?! Y 1 ais (2 — 29)" (4.2.26) 


n=0 
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但 由 于 
plaz 十 和 N)=0 


除非 (4.2.16) 中 第 二 项 
N-1 
S (o2 + k)py-& + qu -k]as — 0 (4.2.27) 
k=0 


对 特征 指数 a2, 一 般 不 能 得 到 Frobenius 型 级 数 解 . 仿照 有 等 根 的 
情况 ， 还 是 取 a 略 不 同 于 ai, 系数 an(a) 满足 弟 推 关系 的 形式 解 . 


o 
ji = (x zo)? 》 a«(z — zo)" (4.2.28) 
n-i 


代入 方程 (4.2.12), 两 边 微 商 ， 再 令 w = al, 得 
Oyi 


Oa |a, 


L| ] = ao(z — xo)??* * "7? (os +N) #0 (4.2.29) 


这 是 因为 02 并 不 是 特征 方程 的 重 根 的 缘故 ， 我 们 再 求 非 齐 次 方程 
— al p(z) ,, (x) 
COSU ta nt + G0) (4.2.0) 


= ao(z — z9)* *" -?p' (az + N) 


的 Frobenius 型 级 数 解 . 


F = (x - 9)? Ycn(r — zo)" (4.2.31) 
n=0 
这 样 一 来 ， 确 定 cx 的 递 推 关 系 为 
N-1 | | 
Paz + N)eu = — » [(a + k)PN-k + qN-k)Ck (4.2.32) 
k=0 


十 Cop (as + N) 


适当 调整 系数 ao, 使 它 满足 使 方程 (4.2.32) 右 端 为 零 的 条 件 ， 即 
N-1 
3 [(a k)pN-k + qN—klek 


_ k-0 
BE plan +N) 


(4.2.33) 
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非 齐 次 方程 (4.70) 有 Frobenius 型 级 数 解 (4.2.31), WA 
_ 
y2 Ba 


ca=aa 


就 是 原 方程 的 另 一 个 线性 独立 解 ， 其 一 般 形式 为 


ya = (z)hn(z— zo) + (£ zo)? Y da(£ — zo)? (42.34) 
n=0 
这 就 是 Fuchs 所 预言 的 形式 . 
对 于 高 阶 方程 ， 情 况 更 要 复杂 一 些 ， 应 该 如 何 来 进行 求解 请 访 
者 思考 .对 于 zo 为 正则 奇 点 的 高 阶 方程 ， 其 一 般 形式 为 


go-ltz) (n-1) | qn -2(z) y? 


(n) 
Y t r— To (z — zy? 


Les (4.2.35) 


qo(z) 
(x 一 zo)^ 


O Rh go,g1,.……,gn_! 在 zo 邻 域内 解析 ， 它 的 特征 指数 方程 应 为 


十 


y 一 


o(o -1).-(a-n4 1) t qa-1(zo)o(a — 1) -- (o — n +2) 
*q-2(29)a(o —- 1) (a-z n+3)+: + go(z0) = 0 (4.2.36) 


[fj 4.2.3] 求 Euler 方程 的 解 


z^y" + pory! + qoy = 0 (4.2.37) 
它 可 以 化 为 | 
y! 4 Py + 3 —0 (4.2.38) 
T T 
它 的 特征 方程 为 
afla —1)-- poa ct 49 —0 (4.2.39) 
当 Qi o, 时 ， 有 解 
o y=" | | (4.2.40) 
y? = coz? | (4.2.41) 
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“aana 时 ， 有 和 解 
Y= cx” (4.2.42) 
y2 = coz? lng | (4.2.43) 


显然 ， 这 是 上 面 所 讨论 结果 的 特例 
[ 例 4.2.4 ] 用 Frobenius 方法 ， 求 修正 的 Bessel 方程 之 解 
nl, y" 
V +=y' — (1+ V 一 0 (4.2.44) 
它 的 特征 方程 为 

o? — y? = 0 (4.2.45) 

当 v 不 为 零 或 整数 时 | 
£ gj2ntv 


Ina) = È , TE Hn in (4:246) 


这 是 两 个 线性 独立 解 ， 当 v 为 半 整 数 时 ， 刚 好 (4.2.18) 右 端 为 零 ， 
上 式 仍 是 方程 的 解 . 
M y —0 时 ， 有 重 根 ， 第 一 个 解 为 | 
(3 lr)?" 
Jo(z) = L (4.2.47) 


(n!)?. 


为 求 出 第 二 个 解 ， 先 令 o 0,38 Frobenius 型 级 数 代入 方程 ， 得 到 
递 推 关系 ， ao 天 0 


025 1(a) — 0 | | (4.2.48) 
^ a | l 
onlo) = Maan an 3 a Ta 0209) 
由 此 导出 bo x O. 
b 1=0 | v (4.2.50) 
E Aan L 1 
an = -Bo a=0 EO ine + 2 tt p 250) 


* 105 * 


由 公式 (4.2.24) 得 


aa 1 | 
ya(7 )= In zlo(z — üQ ES (1 +i 7 十 ， c =) (4.2.52) 


一 般 ， 我 们 定义 另 一 个 修正 的 x H 
Ko(x) = -na z tvyMe(x)- > 


D pe 
AP y A Euler 常数 . 显然 ， 它 可 由 loy) 线性 组 合 来 得 到 . 

同样 地 ， 对 于 vv 为 整数 时 ， 璧 如 = 1, 可 以 得 到 Frobenius 型 
级 数 


na) = 5) 3; -6 (4.2.54) 
2 2 nl(n 4 1)! je 
并 适当 地 选择 常数 后 ， 得 第 二 个 线性 独立 解 为 
2n41 
Ki(z)- (y+ ln je «i-i-Y 1D (+ 让 
1 1 
nt m2 | (4.2.55) 


4.3 ” 非 正 则 奇 点 附近 的 渐 近 解 


在 4.1 节 ， 我 们 已 经 得 到 ， 在 非 正 则 点 附近 ， 至 少 有 一 个 解 有 
本 性 奇 点 .对 于 二 阶 以 上 的 方程 来 说 ， 还 有 一 个 解 可 能 是 形式 上 的 
Frobenius 型 级 数 (但 它 往往 是 发 散 的 )( 见 例 4.1.6). 我 们 要 给 出 二 
阶 方程 具有 形式 上 Frobenius 型 级 数 解 的 条 件 . 


定理 一 : 一 阶 常 微 分 方程 
d^y 


Ly = d 十 pie) 二 g(xz)y = (4.3.1) 
式 中 

p(r) = x" (po + a 十 …) po#0 (4.3.2) 

g(r) = x”? (po 4- YT =+: =) qo#0 (4.3.3) 
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该 方程 具有 形式 Frobenius 型 级 数 解 的 必要 条 件 是 


niz n+l 
证 明令 2 
y(r) = x° » 7T (4.3.4) 
k=0 | 


co z 0. 因为 上 述 方程 在 oo 处 是 非 正 则 奇 点 ， 所 以 有 ni —1, 或 
na > —2, 将 式 (4.3.4) RADE (4.3.1). 


Ly = x° S cla —k)(a—k— 1)r*-? 
k=0 


tpa" "dca -kr e ua S cr 一 0 
r=0 k=0 =0 k=0 

我 们 要 求 同 次 寡 项 等 于 零 ._z-1 B] ERECUCREDIGU E a AAR 
HZ. Xp nn, 得 


co 一 0 | (4.3.5) 
与 原先 假设 矛盾， 
2:1 n2 + 1 = Ni, 得 
qo 十 poa — 0 
所 以 ， 特 征 指数 为 
. d 
a " (43.8) 
大 nı > nə + L, 得 
a 一 0 (4.3.7) 


然后 再 推出 递 推 公式 . 

这 里 ， 我 们 还 要 考虑 p(x) 三 0 或 gtz) = 0 的 情况 (但 不 能 全 
JTE, [DA r= œ 是 非 正则 命 点 ), 若 p 三 0 得 co =0, 与 假设 予 
盾 . 车 gq 三 0, 得 a = 0, 依然 可 推出 递 推 公 式 . 
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定理 二 : 对 于 x = 0 处 有 非 正则 奇 点 的 二 阶 常 微分 方程 _ 


=- d 


zt) + g(z)y =0 (4.3.8) 


式 中 
plz)=z™" (po +piz+p2ar +), po#0 (439) 
qlz) = r° (go +t qr+ qaz? +), qgo#0 (4.3.10) 
在 z=0 处 有 正则 解 的 必要 条 件 为 
nın +1 (4.3.11) 


证 明 ， 同 样 可 假定 


y(z) = z^ » cz" | (4.3.12) 
=0 


co Æ 0, 对 于 z=10 为 非 正 则 奇 点 的 情况 ，mli < 一 1 或 ns < 一 2. 将 
(4.3.14) 代入 方程 (4.3.10) 得 


Ly = à* Y. c (o-FB(a- E - De 


k=0 
EY pam 3 ch(Q + kje"! + 5 qr N cpa! =0 
r=0 k=0 s=0 k=0 
XH, z HR EA EN EIE THER E 
若 na < ni 一 1, 要 求 | 
| co = 0 . (4.3.13) 
与 原 假 设 矛盾 
E n = ni 一 1 要求 
go 十 poa=0 (43.14) 
特征 指数 | 
a= -V | (4.3.15) 
po | 
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F nmn > ?1 一 1 得 | 
a —0 (4.3.16) 


即 特征 指数 a 为 零 

这 里 还 要 讨论 plr) 三 0 或 gq(z) 三 0 的 情况 (但 不 能 全 等 于 零 ， 
因为 这 是 非 正 则 奇 点 ).p 三 0 时 ， 要 求 co = 0, 与 假设 矛盾 . gq 三 0 
时 ， 要 求 特征 指数 a = 0, 可 以 有 Frobenius 型 的 形式 解 . 

如 果 在 非 正则 奇 点 附近 ， 系 数 p(x),q(z) 不 满足 定理 一 ， 定 理 
二 的 条 件 ， 我 们 可 以 求 


y(z) = e* 9 z^u(a) (4.3.17) 


形式 的 解 ， 在 oo 处 ， s(z) 为 rU 的 正 次 震 多 项 式 ， ule) Art 
的 负 赛 次 级 数 ， 在 原点 处 ， s 为 zt 的 负 次 宕 多 项 式 ， ulz) X ct 
的 正 短 次 级 数 .这 是 本 性 奇 点 有 代表 性 的 表达 形式 ， 当 n= 1 时 ， 
我 们 称 这 种 解 为 常规 解 (normal solution), n z: 1 时， 我 们 称 这 种 解 
为 次 常规 解 (subnormal solution), 次 常规 解 的 例子 可 见 41 节 [ 例 
4.1.5]. 

[ 例 4.3.1 ] KË Hermite 方程 


V" 4- (A — o?z^ yy — 0 (4.3.18) 


在 oo 处 的 渐 近 解 ， 其 中 和 ,a 为 常数 . | 
因为 oo 为 非 正则 奇 点 ， 且 不 满足 定理 一 的 条 件 ， 所 以 我 们 必须 
假定 


jz) = eQG)ulz) (4.3.19) 
ELEKT, v 的 方程 为 
v" + p(z)v' + d(z)v — 0 (4.3.20) 
式 中 / : 
p(z) = 2Q' 
ie) - q+ Q +Q? = (A - a2?) +Q" +Q? 
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按照 定理 一 的 绪论， 六 的 阶 数 应 商 于 q 的 阶 数 ， 必 须要 求 Q RERSUT 
项 为 二 次 项 ， 并 且 要 将 g 中 的 二 次 项 消去 ， 因 此 


Q(z) = 士 可 2 (4.3.21) 
所 以 ， v(z) 所 满足 的 方程 (4.3.20) 为 
v" +2arv 十 (和 士 a)jv=0 (4.3.22) 


该 方程 符合 定理 一 的 条 件 ， 可 令 


v= r? 3» ape" (4.3.23) 
k=0 
得 特征 指数 为 N 
| p= 2 (4.3.24) 
系数 的 递 推 方程 为 
czk+1 — 0 = (4.3.25) 
C94 = Ca E EET RU Pe, (4.3.26) 


原 方程 (4.3.18) 的 解 为 


or? 入 一 上 


ze 3 ra 


DD NG (4.3.27) 
当 特 征 指数 为 整数 时 ， 仅 含有 有 限 项 ， 即 求 和 号 并 内 表示 一 多 项 
X. 队 这 个 例子 , 我 们 可 以 看 到 ， 定 理 一 、 二 对 于 确定 方程 渐 近 解 的 . 
作用 . 另 一 个 特征 指数 的 情况 可 得 类 似 的 结果 . 

主 项 平衡 法 (dominant balance) 可 以 帮助 我 们 逐步 求 出 式 
(4.3.17) 形式 解 为 s(z) 的 渐 近 形式 ， 这 是 求 非 正则 和 奇 贞 附近 渐 近 解 
指数 因子 的 有 效 方法 . 首先， 我 们 可 假定 解 的 形式 为 


y 一 e? (4.3.28) 
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式 中 b>0 


zi co 为 非 正 则 奇 点 (4.3.29) 
s(7T) ~ b>0 
z-5 原点 为 非 正 则 奇 点 (4.3.30) 
代入 方程 | 
y" + p(z)y' 4- q(z)y —- 0 (4.3.31) 
可 得 到 
s (a) + s" (z) + p(z)s' (x) + q(2) =0 (4.3.32) 


由 于 6 0, 无 论 是 原点 或 co 为 非 正 则 奇 点 时 ， 都 有 
s" (z)«s'" (x) (4.3.33) 
所 以 ， 关 于 s(r) 的 近似 方程 为 
s" (x) 4 ps'(z) - q 0 (4.3.34) 


求解 上 述 一 阶 方 程 (4.3.34), 便 可 得 到 s(z) 的 主 项 ， 所 以 ， 主 项 平衡 
法 的 步骤 为 | 

(i) 假定 主 项 的 形式 ， 略 去 可 能 的 高 阶 项 ; 

(i) 求解 s(z) 的 方程 ; 

(ii) 校 验 是 否 满足 s (r)«s"(r), 略 去 的 是 否 高 阶 项 . mE, 这 
一 步骤 可 逐步 进行 下 去 ， 求 出 s(z) 的 完全 渐 近 展开 式 . 在 这 里 我 们 
用 例子 来 进行 说 明 . 

[ 例 4.3.2] 求 零 阶 Bessel 方程 


y" 十 =y 十 y 一 0 ' (4.3.35) 
在 oo 处 的 渐 近 解 . 因为 在 oo 有 非 正 则 奇 点 ， 可 设 


y ^u e* (2 
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式 中 


s(x) ~ z* 


它 满足 近似 方程 


1 | 
s" 十 二 8 4-120 


O(x?e-?) O(z*-1) O(1) 


各 项 的 量 阶 已 标 出 ， 讨 论 三 种 情况 : 
(i) 车 第 一 、 二 项 平衡 ， a = 0, 矛盾 ; 
(i) 若 第 一 、 三 项 平衡 ， a = 1, RY; 
(i) 车 第 二 、 三 项 平衡 ， a = 2, FH. 
因此 ， 仅 取 第 二 情况 ， 得 


s (a) 一 一 1 
所 以 
s(x) = tix 
作 变 换 
y= e*" w(z) 


将 的 方程 变换 为 w 的 方程 : 
rw" + (1 2irjw X iw =0 
按 定理 一 ， 它 可 有 形式 解 
-— 


得 特征 指数 
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(4.3.36) 


(4.3.37) 


(4.3.38) 


(4.3.39) 


(4.3.40) 


(4.3.41) 


(4.3.42) 


由 此 可 求 出 如 下 两 个 解 
i (3)? (5b1)?; 


niz) = e*z-tt - Br (82)22! + (87)33! 
"n 3! — 6M? 
e p(z) =e lt- ur T (8z)221 + E t 


或 者 将 实 部 虚 部 分 开 来 进行 组 合 
y (a) ~ z^i[u cosg + vsin z] 
JO (a) ~ z^i[u sing — v cos z] 


式 中 
(an? — (my 
B (8z)22! (8z)441! 
1 (502 (on 


8r  (82y3! (8r)59b T 


u~ i 


EATE, RHCAM Bod BIOUEROU ON 


(4.3.43) 


(4.3.44) 


(4.3.45) 


(4.3.46) 


(4.3.47) 


(4.3.48) 


KORI cos(z — 7) ) = x73 Viene rta 


对 比 yO, y D 渐 近 展开 的 首 项 ， 必 有 


n) = JL) + Ly) 


(4.3.49) 


即 Jo(z) 是 y (P (1), y2 (2) 的 线性 组 合 , 因此 , 由 (4.3.45) 一 (4.3.48) 


可 得 Jo(z) 完全 的 渐 近 展开 式 


Jolt) ~ "Er cos(x 一 ) 十 - vein(z 一 2) | 


(4.3.50) 


u,v 的 表达 式 如 (4.3.47), (4.3.48) 所 示 . 过 去 ， 我 们 用 驻 相 法 只 得 
到 了 渐 近 展开 的 首 项 ， 而 现在 得 到 的 是 完全 的 渐 近 展开 式 ， 所 以 ， 


用 解 微分 方程 的 方法 比 原先 又 进 了 一 步 . 
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对 于 Bessel Kr, 我 们 还 可 以 从 物理 上 来 推出 上 述 结果 . 显然 ， 
Bessel K SE JE He UE HU. 我 们 可 以 看 作为 由 平面 波 


y = th (4.3.51) 


A NUR, ER a+b? = k? k 为 波 数 . 若 a — kcos0,b — ksing, x = 


rcos g, —rSinqQ 
y= f gir cos(8—9) q (4.3.52) 
Q 


当 wp = 和 子 时 ， 它 恰好 就 是 零 阶 Besse 函数 的 积分 表示 . 由 于 柱 面 波 
的 能 流 守 恒 . 


y ~ 7 (4.3.53) 
再 作 变换 
z eta) (4.3.54) 
原 方 程 变换 为 | 
w” 3 2iw' 十 Jav = 0 (4.3.55) 
再 求 形 式 解 可 以 得 到 相同 的 结果 . 


[ 例 4.3.8] 求 下 述 方程 : 
ry -y-0 (4.3.56) 


在 原点 附近 的 渐 近 解 ， 原 点 是 该 方程 的 非 正 则 奇 点 ， 我 们 要 用 主 项 
平衡 法 逐步 求解 ， 设 


y~ es(z) 
由 主 项 平衡 法 得 
s? 一 70 (4.3.57) 
B 
s(z) ~ i4 (4.3.58) 
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现在 求 s(x) 的 下 一 阶 近 似 ， 令 
—os(r) -5 + e(z) (4.3.59) 
c(z) = o(z-3), 将 它 代 入 s(z) 的 准确 方程 (4.3.42) 
c'(x) F 227 $c (x) +(x) Sz- =0 (4.3.60) 


由 于 c(z) 的 量 阶 的 规定 ， co = olt), d =o), 上 式 中 第 一 、 
三 项 可 以 略 去 ， 求 出 


cf(z) ~ Sgm (4.3.61) 
故 有 
e(z) ~ LE (4.3.62) 
继续 上 述 步 枝 ， 令 
c(z) ~ lnz + D(z) | (4.3.63) 


D(x) = o(In z) 代入 c(z) 的 准确 方程 (4.3.60), 得 


3r? 
16 


D"(z) + D? + (527 27D -Z =0 ——— (43.64) 


因为 D' -o(D D" -o(z), 因此 只 保留 第 三 、 五 项 ， 

D' ~ >r? (4.3.65) 
解 出 
(4.3.66) 
我 们 对 s(x) 的 逐 阶 近似 可 求 到 这 里 为 止 ， 因 为 

土 亿 +Inz 二 高 z++… 


y~e s? (4.3.67) 
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其 中 第 一 项 产生 本 性 奇 点 因子 20, 第 二 项 产生 支点 因子 ci, 第 三 
项 产生 zs 的 第 级 数 ， 这 时 ， 可 用 一 般 的 待定 系数 法 确定 该 次 常规 


解 分 数 短 级 数 的 各 项 系数 ， 令 


y 一 T exp(2z ^ 2 )w(z) 


E 


3 2., 3 


H — L ao 
w +l z38)U — 107 


I | 3 
it 1 2 / — 
w” 一 六 他 一 3z 十 “ ) 一 137-0 


按 和 定理 二 的 条 件 ， 可 设 


w= Y anz” 
n=0 
最 后 可 得 
9 I(n-l)jr(n-i a 


n4! 
0 nar 


类 似 地 ， 可 以 讨论 s(z) ~ -227 3 +$ lnet 的 情况 . 


请 注意 ， 级 数 (4.3.72) 的 收敛 半径 为 


R= lim L^ j= li antl) . 


n> any — n00 (2n + 3) (2n 一 1) 


(4.3.68) 


(4.3.69) 


(4.3.70) 


(4.8.71) 


(4.3.72) 


上 述 级 数 是 处 处 发 散 的 , 所以， 我们 称 解 (4.3.72) 为 方程 (4.3.56) 的 


渐 近 解 . 


WP: 
1. 含有 e? 因子 ， 产 生 本 性 奇 点 ; 


由 本 节 的 论述 ， 我 们 可 将 在 非 正则 奇 点 附近 的 渐 近 解 特点 归纳 


2. 含有 z^ AF, MERR A ENBE R. 这 是 产生 支点 


的 原因 ; 
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3. 形式 的 级 数 解 可 能 是 发 散 的 . 
在 这 些 方面 与 正常 点 ， 正 则 奇 点 附近 级 数 解 的 性 质 在 本 质 上 是 
^i. 


4.4 it Airy 函数 和 Stokes 现象 


现在 ， 我 们 要 丛 解 微 分 方程 的 角度 来 分 析 Airy 函数 的 渐 近 行 
为 ， Airy 方程 为 
y'(r)- zy-0 . (4.4.1) 


显然 ， z = oo 为 非 正则 奇 点 ， 令 


y ~ e*(9 
由 主 项 平衡 法 得 
s' (a) =g 
因此 
s(x) = rli B (4.4.2) 


B 


s(z) = +2 5 + c(z) 
式 中 e(z) = o(z3), RA s(z) 的 准确 方程 
s" s? — 0 
"E o 
以 十 r3 t6 42230 —0 (4.4.3) 
由 于 = olat) é-oG i) EUN. 
“= le! 


" l17- 


因此 
c(z)-— -7 ing | (4.4.4) 


同样 ， 我 们 可 以 导出 D(z) = a7 5, 这 是 产生 形式 级 教 解 的 项 


我 们 可 令 
(2) = a273 exp(223 wi (273) + at exp(- 223 )un (73) 
| (4.4.5) 
ww: 是 r? WI AUORBOK, ZE Airy 方程 解 的 渐 近 展开 的 一 
般 形式 , 在 某 一 辐 角 范围 内 ,第 一 项 , 第 二 项 交替 地 起 着 主要 作用 ， 
在 某 些 线 上 ， 这 两 项 又 互相 平衡 ， 产 生 振 荡 形 式 的 解 ， 这 就 是 发 生 
Stokes 现象 的 原因 . 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 用 更 简单 的 例子 来 予以 说 明 。 艾 如 


chz = (e 十 e“) (4.4.6) 


在 右 半 平面 ，ez 是 主要 的 ，e-* 是 超越 小 项 , Ayre 是 主要 
的 ，ez 是 超越 小 项 , EEM z = iy b, 两 项 互相 平衡 , BB chz —cosy. 
对 于 渐 近 展开 
y ~ er? 

我 们 规定 

Res(x)=0 (4.4.7) 
JJ Stokes 线 ， 在 这 条 线 上 ， 函 数 是 振 划 型 的 ， 通 过 该 线 ， 渐 近 表 达 
式 可 以 是 不 相同 的 . 我 们 还 规定 

Im s(z) — 0 | (4.4.8) 
为 反 Stokes 线 ， 在 这 条 线 上 ， 主要 部 分 与 被 略 去 的 部 分 量 阶 相差 最 
大 . 

根据 上 述 规定 ， 函 数 chz 的 Stokes RE 0 = 5 &h, F Stokes 

线 在 8 = 0,7 处 对 于 Airy K, 

s(z) — =a (4.4.9) 
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所 以 ， 它 的 Stokes 线 在 6 = tir, r 处 ， 反 Stokes 线 在 0 = 0, 二 sx 


— Ab. 有 的 书籍 ， 对 Stokes, 反 Stokes 线 的 定义 恰好 相反 . 


由 于 这 种 Stokes 现象 的 存在 , 我 们 往往 在 书本 上 查 到 某 一 辐 角 
时 也 会 有 两 种 不 同 的 渐 近 展开 . 但 实质 上 ， 它 们 相差 是 超越 小 的 量 
Br. 为 了 避免 这 种 任意 性 ， Stokes 提出 了 一 种 方法 ， 即 ， 渐 近 展 开 
式 的 改变 仅 发 生 在 反 Stokes 线 上 ， 在 那里 ， 逆 时 针 方 向 旋转 时 ， 增 
加 超越 小 项 乘 以 一 个 常数 因子 ， 该 常数 因子 与 主要 部 分 系数 的 比值 
叫 Stokes 常数 了. 对 于 某 一 范 数 来 说 ， 为 保证 旋转 360? 后 函数 保 
持 不 变 ， 可 以 唯一 地 确定 这 些 Stokes 常数 . 一 旦 确定 了 这 些 Stokes 
常数 后 ， 我 们 便 可 由 某 一 辐 角 时 的 渐 近 表示 导出 所 有 辐 角 范 围 的 渐 
近 表 示 ， 而 且 是 唯一 地 确定 的 ， 这 是 Stokes 5L EEAB T b EZ 
夜 的 成 果 (Heading 1962). 

我 们 还 是 用 简单 的 例子 来 说 ， 阁 


y ~ aè +be ? (4.4.10) 


在 上 半 平 面 成 立 ， 逆 时 针 通 过 了 反 Stokes 线 42( 负 实 轴 ), 渐 近 展开 
为 


y ~ (a+Tb)e:+be 7 (4.4.11) 


再 从 下 半 平 面 转 到 反 Stokes 线 41( 正 实 轴 ), 通过 它 后 ， 渐 近 展 开 又 
发 生 了 改变 | 


y ~ (a + T3b)e? + [b + Ti (a + T5b)]e ? (4.4.12) 
这 时 ， 表 达 式 (4.4.12) 应 与 (4.4.10) 一 致 ， 可 得 
Ti1=172=0 (4.4.13) 


同样 地 ， 我 们 可 证 明 ， Airy 函数 的 Stokes 常数 为 i 那么 ， 假 
定 在 41( 正 实 轴 ) 上 
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(4.4.14) 


在 通过 反 Stokes 线 4z(6 = zT) 时 ， 渐 近 展 开 应 为 


Ai(z) ~ Te p( 一 3 十 Y i exp(2 2:1) (4.4.15) 
it Stokes £k S1 E, 两 项 互相 平衡 ， 若 取 Argz 一 TT, zi 一 |z| 和 es Ti E 一 
-|zli 
Aile) ~ —L—cos(212]8 — Z) = 1L sin(S dT) (4.4.16) 
Jala 3 ET alel 
3é(UB, REE S 上 
1 2 3 T 
Bi(z) = VAPE s(; Iz] t 1) 
也 就 是 说 
, ? 2 3 1 2 3 
Bi(z) ~ N e p(- 322) "x exp(223) (4.4.17) 
那么 ， 顺 时 针 通 过 反 Stokes £& Az 时 
2 3 1 i. 2 3 
i apga) FG — NE exp( zz) 
(4.4.18) 


Bi(z) ~ — 
2VTZz4 


2 
y i exp( 2) 
riv 


果 者 与 已 往 的 结果 是 一 致 的 . 


m 


4.5 ”微分 方程 组 的 渐 近 解 


由 附录 三 ， 我 们 已 经 知道 了 矩阵 函数 的 定义 ， 性 质 和 运算 ， 可 
以 应 用 于 求解 微分 方程 组 . 


dw _ 
dz 


w |:=0 一 wo (4.5.2) 


Aw (4.5.1) 


其 中 w X nBrBEEKEXS, AA nxn RERE, wo 为 初 值 ， 可 知 
其 解 为 | 


w = e^" (4.5.3) 
由 无 穷 级 数 定义 
A222 
w = (E + Az +.)wo 
所 以 
IW 一 (4 十 42z 十 二 4322 
dz 二 (A 十 2 十 可 2 十 ……)z00 


1 
= A(E + Az SAT 十 ao 


= Aw 


显然 (4.5.3) 既 满足 方程 ， 又 满足 初始 条 件 ， 同 样 地 ， 非 齐 次 方程 


dw 
u^ Aw = F(z) (4.5.4) 


w |z=0 = wo (4.5.5) 


之 解 为 


w = e^ wo + J roe (4.5.6) 
0 
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| 8j 4.5.1 ] 
dX — 


= 4X (4.5.7) 
X(0-2(1,11) (4.5.8) 
其 中 
3 -1 1 
A-|[2 0 -1 (4.5.9) 
© |1 -1 2 


不 难 求 出 三 个 特征 值 为 Xi = 0，X2 = 2, M = 3 以 及 三 个 线性 无 
XHHERIEREX-—(1,5,2)7, Xo = (1,1,0)7, Xa = (2,1,1)7 


1 
X — e? X(0) - P et | P^!. X(0) 


-1 + 3e? — get 


= 1 | -543e teu (4.5.10) 
—2 — 4e?t 
现在 求解 有 奇 点 的 方程 组 
pdw _ 
z i = Aq (4.5.11) 


为 了 得 到 解析 表达 式 ， 这 里 假定 4 是 nx n 的 常 系数 矩阵 ， 那 么 广 
TR (4.5.11) 的 解 为 
z^, 车 p 二 1 
w= 1-pA (4.5.12) 
exp). 车 pzl 


容易 证 明 上 述 两 式 是 满足 方程 的 .现在 来 看 二 阶 方程 的 特例 ， 分 下 
述 两 种 情况 : 
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1，4 可 化 为 对 角 阵 ， 即 


A-S | A 0 | Sg (45.13) | 


0 u 
所 以 
入 
s[* ° |s, p=1 
0 z^ 
v= 1-P) (4.5.14) 
w exp(= ) 0 
S i 1-p S, p£zl 
0 exp( 一 一 上 ) 
1—p 


于 是 


入 入 
w —Ó-Sg z^ z^lnz g-i 
0 z^ 


= z;E-z hnzSKS'! (4.5.15) 
= zE-zlz(S(J-AE)S |) 


—z2(1-Alnnz)E-z^lnzA ,p=1 
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zl^PA 
w -exp( 
1- 
zl PA Zip z1-?A 
exp(- ) i ex 1 ) 
zi-?A 
exp( ) (4.5.16) 
1— À p 
-ex A EQ - 257) 
zl-7PA. zl-P 
A 1 
texp(- pI- ， p 


所 以 我 们 可 以 知道 , p = 1 时, z =0 3 oo AENSA, p>l,z=0 
为 非 正 则 奇 点 ，p < 1, z = oo 为 非 正则 奇 点 . 所 以 ， 可 以 相应 地 求 
它们 的 Frobenius 级 数 解 或 渐 近 解 ， 


对 于 变 系数 方 程 组 
dw 
2 = Alz)w , p=1 
可 令 
w(z) = zx (po 十 Diz 十 …) (4.5.17) 
这 是 Frobenius 级 数 解 
dw 
?一 一 == 
7E A(z)w , p«1 
可 令 
z Ul u 
w(z) = e% (uo + — + at) 
其 中 
z7 十 1 
q(z) ur ect + Anpilnz (4.5.18) 


RE Ao, M, t, Ary uo, U1,… 为 待定 , 详细 例子 可 见 (Sirovich 
1971). 我 们 回 过 头 来 ， 再 来 看 高 阶 方程 的 情形 


w™ (t) + p (z)w(^7Dt... p. (z)w —0 (4.5.19) 
124: 


其 中 


_ qi) 
pi(z) = zi 
qi(z) 为 解析 函数 ， 可 作 如 下 变换 ， 令 


uj = 217 lu (z) 


Mi ~ (j — Duy + ujki j = (1,2, «n- 1) 
y^ 

dus n, (n) 

z= = (n>1)untz”w™ = -gnu Qn-1U2:: Fr (n-1-q)tus 
所 以 ， 可 化 为 方程 组 

| z= = A(z)u 
其 中 

0 1 


| 1 1 
| A(z) — 2 1 
-Qn(z) —q4n-i(z) un n—1-q (z) 


(4.5.20) 
所 以 , 在 上 述 情 况 下 ， 其 解 有 正则 奇 点 ， 所 得 结论 与 原先 一 致 ， 高 阶 
方程 只 是 方程 组 的 特例 . 


46 ”差分 方程 的 渐 近 解 


相应 于 微分 方程 有 连续 自 变量 的 情况 ， 我 们 进一步 讨论 差分 方 
程 有 离散 自 变 量 的 情况 . 在 实际 问题 中 ， 也 经 常会 遇 到 差分 方程 


HEER n 一 oo 时 的 行为 ， 比 如 迭代 、 递 推 公式 或 差分 方法 都 可 
导出 差分 方程 ， 差 分 方程 的 一 般 求解 方法 请 见 附录 A.4, 本 节 主要 介 
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绍 差 分 方程 的 奇 点 分 类 、 性 质 及 近似 解 (包括 Frobenius 级 数 解 或 渐 
近 解 ) 的 方法 . | 
定理 : 若 对 应 微分 方程 在 oo 处 为 正常 点 或 正则 奇 点 ， 那 么 ， 当 
n= co 时 ， an 与 f(x) 的 主要 行为 是 一 致 的 ， 
以 一 阶 方 程 
an+1 = [1 + p(n)ļ an (4.6.1) 


为 例 ， 其 对 应 微分 方程 为 


y (zx) = p(z)u(z) (4.6.2) 


y(rz) ~ cx? | (4.6.3) 


然而 ， 上 述 差 分 方程 之 准确 解 为 


n—1 
Qn = 01 exp(》 ， In [1 + p(k)D) , n22 (4.6.4) 
k=1 
a É 
由 p(n) e re RR 
1 

n—1 n—1 B — lg? 

Y n4») EE T + ) 

k-1 k=1 


M nott, KETEM, K 5E = Inn +y, 其 中 为 Euler 
常数 0.5772, 所 以 


n-1l 


In o »(k) 2 olnn c (4.6.5) 
1 


2 
Jo eas 7 (8 za?), BED 


an ~ ane" (4.6.6) 
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可 见 f(z) 与 an 在 oo 邻 域 有 相同 的 行为 . 

因此 ， 对 于 差分 方程 ， 我 们 首先 用 微分 比拟 法 找到 与 它 对 应 的 
微分 方程 ， 由 该 微分 方程 的 奇 点 性 质 定义 为 差分 方程 的 奇 点 性 质 ， 
比拟 时 用 公式 


TIN an «—3 y(x) (4.6.7) 


k 
D"an = 5 Ciün4k-; €— y (x) (4.6.8) 
j—0 


请 注意 ， 如 果 在 oo 处 它们 是 非 正则 奇 点 ， 且 变化 很 快 ， 那 么 微 
分 方程 和 差分 方程 的 渐 近 行为 往往 可 以 有 很 大 的 差异 ， 

[ 例 4.6.1 ] an+l = -an HEF y = —2y, 在 co 处 有 非 正 
WIA. an =(-1)"C, M y = Ce 

[5| 46.2] on+1 = man HAF y = (z — 1)y, TE oo 处 有 非 
EMAA, an= C(n - 1)! ifi Wz) = Cexp(S. - 2) 

类 似 于 微分 方程 ， 我 们 可 在 正常 点 和 正则 奇 点 附近 求 其 Taylor 

级 数 解 或 Frobenius 级 数 解 即 令 


an = n? 3 Ak (4.6.9) 
E a=0 就 是 Taylor 级 数 ， 有 时 为 了 求 系数 方便 可 假定 


an = È Bh PERS 5 (4.6.10) 


这 是 因为 


I'(n) I (n) 
pl] = (e - OTR a+ 1) 


的 缘故 ， 我 们 举 一 个 实例 . 
[ 例 4.6.3 ] K anpi = (1+ 5)as 之 级 数 解 
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如 前 面 的 分 析 ， 在 n= co 处 有 正常 点 ， 可 以 展开 成 (4.6.9) 形 
式 的 级 数 ， 但 求 系数 十 分 麻烦 ， 将 差分 方程 改写 成 wz Dan = an, 取 
a = 0, 再 将 (4.6.10) 代入 可 得 


V rna) | «v I'(n) 
kn Be Fk FI) "2s P 


由 公式 n? = (nc E)n-k—1) — (2k - 1)(n + k) + k? DE: 


(n) I'(n) I'(n) l'(n) 
UTGrikinp Tae y UC UTGEU Frkti 
推出 | 
一 » + 1)Bg41 — k(2k — 1)By + (k — D Bea] 
ES I'(n) 
- ET CEN: (4.6.11) 


这 里 规定 B. = 0, FAAEA 


By LU -k-1)B, 一 (Eni Br_1 (4.6.12) 
所 以 ，B1 = -Bo，Bs =0，Bs = 3Bo，B4 = 5Bo ,由 Bk 之 渐 近 
行为 ， 可 证 明 (4.6.10) df. — | | 

对 于 二 阶 差 分 方程 , 在 正则 奇 点 附近 有 以 有 两 个 特征 指数 01, az, 
知 它们 相等 或 相差 一 个 整数 ， 那 么 其 解 的 形式 可 以 是 lnn 或 者 双开 
函数 v(n) RLA Frobenius 级 数 (4.6.10), 因为 Y(n) = P" (n)/T'(n) 
满足 Dyln) = E, 所 以 p(n) ~ Inn. 

为 了 在 非 正 则 奇 点 附近 求 渐 近 解 , 首先 必须 分 离 出 支配 因子 来 ， 
然后 再 求 其 高 阶 修正 . 分离 支配 因子 的 方法 有 : 

1. 如 果 老 分 方程 对 应 的 微分 方程 在 oo 处 的 行为 是 对 数 函 数 ， 
代数 或 缓 变 指数 函数 ， 即 y(r) ~ ee, b < 1, 那么 可 用 对 应 微分 方 
程 的 支配 因子 找到 差分 方程 的 支 硬 关子 
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[ 例 4.6.4] | Da, = an41 — an = an/Vn + auf n, 对 应 微 
分 方程 y =y/VE +yz, y  exp(2V2), 而 差分 方程 支配 因子 为 
an ~ exp(2/m). 

2. 指数 变换 法 ， 这 种 方法 对 于 n oo 时 变化 剧烈 的 情况 特别 
有 用 ， 一 般 可 令 an — e^, 由 此 可 得 


Dan = a4 (eP9» — 1) 
Da, = an [Gi -1)2+ e2DSn (eDSn — 1) 


1 D?S, «1, D?S, « (DS,)?, 便 可 推出 


— n oDSn 
ntl = Ane (4.6.13) 
aa ~ ane2DSn 
一 般 地 ， DS, «1, D*S, K (DS,Y, 可 得 
Qntp ~ Gne? Ss (4.6.14) 
从 上 述 量 阶 估计 ， 可 得 n 一 co 时 ， an 的 支配 因子 
[ 例 4.6.5]  a4452 —3na441 ~ 2n2an, 
由 上 述 近 似 关系 可 导出 
(eP9»)? — 3neP a 052 — 9. n — oo (4.6.15) 
所 以 eP5» n 或 2n, DS, ~inn R In2n . 
S, ~ y Ink ~ nnn (4.6.16) 


k=l 
所 以 an ~n” 
3. 主 项 平衡 法 ， 我 们 用 下 述 例子 来 说 明 . 
[ 例 4.6.6 ] a4,2—na441 a4 — 0 
讨论 三 种 情况 ， an 4225,04 D 2445, Nangi « an 第 三 种 情况 
TAR, RHE an antz, an D an+3 的 情况 ， 由 an < an4? 


0442 — dn41 = 0 (4.6.17) 
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所 以 an = (n—1)! — n^. H a, «& a442 


1 
Un+i 一 一 Cn = Ü 
ni | (4.6.18) 


m= mn-0D 


现在 用 D 函数 的 Stirling 公式 来 说 明 求 非 正 则 奇 点 附近 渐 近 解 的 完 
EIR 
[ 例 4.6.7] Stirling 公式 ， 由 了 函数 满足 关 与 方程 


an+l = Nan (4.6.19) 


令 an= e9n, eP9s = n, DS, = Inn， 所 以 


an ^ n^ (4.6.20) 
^ an = bnn” 代入 原 差 分 方程 ， 导 出 如 满足 的 差分 方程 为 
bui = by -ymi (4.6.21) 


由 于 系数 趋 于 e-1 故 e 令 an = (Jren 可 得 cn 满足 下 述 
差分 方程 
Cn+1 = Crell ++ 了) (4.6.22) 


4 oe Ly 


1 l d 1 1 1 
n 2n? 


—— ppe air 


338 777 Emn 23€) 34m — 
1 7 3， 
2n 24m? 1673 


InQ = 1—-(n4-1)( 


uua = cn(l — (4.6.23) 
由 方法 1, 可 知 其 斯 近 行为 为 了 — 元 = 0, 方程 解 的 渐 近 行为 一 
k 


_l 
样 ， Cn UA & cn = kn 2d, 


dn ~ 1+ Ain + Agn +- (4.6.24) 
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dn 的 差分 方程 为 


12 12 


将 式 (4.6.24) 代入 便 可 求 出 系数 An Azn, 所 以 


an ~ knie "(+E Aim) no (4.6.26) 


i=l 


其 中 A = 天 


y A= mu 同 第 二 章 中 导出 的 公式 (2.4.16) 比 ， 相 
差 一 个 常数 ， 这 对 于 线性 差分 方程 来 说 是 不 足 为 奇 点 ， 所 以 ， 要 通 
过 用 积分 形式 表达 的 工 函 数 渐 近 展开 比较 ， 可 确定 有 = Vx 


n—i 


an ~ V 2nn" 2e "(1 十 » Ain!) n 一 oo (4.6.27) 
1=]1 
我 们 可 以 一 直 展 开 函 数 至 负 n 次 蜗 的 无 限 项 表达 式 . 
习 题 


41 试 将 下 列 微分 方程 的 所 有 奇 点 分 类 : 
(a) zy -(b—z)y 一 ay = 0 
2 


m 1 T 
() zy + (ekz - yo 


H 1 1 2 
(c) y 十 十 一 了 ) 二 0 
(d) y -- (h — 20cos2z)y = 0 
(e) (1—72?)y —2ry+ (A - 46(1— 22) - PO- r] y= 0 


4.2. 试 求 初 值 问题 
(x ~ 1)(r-2)y +(4z-6)y +2y =0 
y(0) = 2, y (0)=1 

的 Taylor 展开 ， 并 估计 其 收敛 范围 . 
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43 求 下 述 方程 | 
rey” 十 3zy. 4 (1 z)y 加 y E 0 
的 Frobenius 级 数 解 . 


44 在 原点 附近 求 下 述 方程 
xy +x(1— zry -2y=0 
m fet. 


4.5 ”在原 上 后 附近 求 下 述 方程 
riy 十 273y ~y=0 


的 渐 近 解 . 


4.6 É œ 附近 求 下 述 方程 
ry -2(1—-2)y —-y —0 
的 渐 近 解 . 
47 “对 下 列 方 阵 求 矩 阵 函 数 e^ sin At, cos At 


0 1 


(a) M H (b) A 
0 1 0 

(c) A=| 0 0 1 (d) A 
—8 —12 6 


0 1 
e) i-i u 


4.8 JAJE PE SOR RI TEH 
2 = Aw + F(t) 
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其 中 


—-1 1 0 
A= 0 —-11|, F(= 0 
1-1 2 e?t 


w(o) = (1,1,1)* 


4.9 ” 试 解 下 列 差 分 方程 : 
(a) an+2—5ant+1+an=o (ao=0, a =l) 
(b) an+3~3an+2+3an+1 -an =0, (a9 — 1, a2 = 2, aa — 5) 
(c) 4442 — Qnt1+2an=0 — (ao — 1, ai — 1) 


(d) Qn--3 ~ Qn42 o ün+1— ün 一 0 (ao 一 0，Ql 三 于 a= 2) 


410 试 求 下列 老 分 方程 主要 行为 的 支配 因子 : 
(a) an+2 — n2as41 + (2n? ~ 4)an = 0 
(b) (n + 3)an42 — (n + 3)an41 — Znan = 0 


(c) a442 — an1 — n^a, —0 


(d) n?D?a, — 2nDa,, + 2a, = n? 
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第 五 章 WKB 方法 


在 理论 研究 中 ， 我 们 经 常会 遇 到 如 下 一 类 含有 大 参数 的 微分 广 
f. 
y" + qx) + qu (z)]y = 0 (5.0.1) 


HH, qlr) qlr) 是 已 知 函 数 ， 自 变量 > 也 可 以 看 作 复数 域 的 . 我 
们 要 研究 入 一 oo 时 解 的 渐 近 行为 ， 但 对 于 且 变 量 x 而 言 ， 本 章 研 
究 解 的 全 局 性 质 ， 这 一 点 是 与 前 面 几 章 不 相同 的 ， 

在 历史 上 ， 最 早 使 用 这 一 方法 的 要 追溯 到 Carlini(1817) 对 于 
Bessel 方程 的 研究 ， 1837 Æ, Liouville, Green 用 变换 方法 解决 了 
无 转 问 点 的 情况 ， 本 世纪 初 Lord Rayleigh (1912) 研究 了 波 的 传播 
问题 ， 1926 年 ， Wentzel, Krammer, Brillouin 用 这 一 方法 研究 量 
子 力 学 中 的 Schrödinger 方程 ， Gans, Jefferey 给 出 了 连续 公式 ， 
所 以 ， 这 一 方法 被 命名 为 WKB 方法 . 但 Bailey 认为 ， 应 按照 历 
史 发 展 情 况 ， 称 它 为 LR 近似 ， Jefferey 则 称 它 为 Green 近似 ， 接 
着 ， Langer(1931) 和 Olver(1954) 获得 了 一 致 有 效 渐 近 解 ， 1958 
年 ， Keller 将 上 述 方法 推广 到 三 维 情形 ， 发 展 了 几何 光学 的 数学 理 
论 ， 60 年 代 后 ， 在 这 方面 的 主要 进展 是 研究 焦 散 线 (caustics) 附近 
的 解 . WKB 方法 的 主要 优点 是 ， 它 不 仅 可 以 获得 一 般 二 阶 变 系数 
方法 的 通 解 ， 而 且 它 的 精神 同样 适用 于 其 它 形式 的 方程 ， 所 以 ， 近 
年 来 ， 在 流动 稳定 性 和 星系 密度 波 理 论 中 ， 仍 然 得 到 了 广泛 应 用 . 

在 这 一 章 ， 我 们 将 按照 上 述 历史 发 展 的 线索 分 别 叙 述 无 转向 点 
的 情况 ， 有 转向 点 的 情况 以 及 几何 光学 近似 等 方面 的 内 容 . 


5.1 WKB fH 


在 本 节 ， 我 们 要 导出 方程 (5.0.1) 在 无 转向 点 (turning point), 
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即 无 gl(z) = 0 之 点 的 情形 下 的 通 解 ， 我们 首先 用 Liouville-Green 
变换 来 进行 求解 ， 这 也 是 下 面 求 一 致 有 效 渐 近 解 Langer 变换 的 基 
KHERA, $ 


z = (z) (5.1.1) 
v= zy) (5.1.2) 
这 时 ， 原 方程 (5.0.1) 就 变 成 
d? , 2'4% d 
5 ao" OE e a +a- =o 


这 里 ， 我 们 同时 对 自 变量 和 因 变 量 进 行 变 化 ， 但 对 y v 的 选择 有 一 
定 自 由 度 ， 一 个 很 自然 的 想法 就 是 要 求 一 阶 项 为 去 ， 即 
g" 2p — 


5.1.3 
" ( ) 
由 此 导出 
d =y? (5.1.4) 
此 外 ， 我 们 还 要 求 最 后 一 项 的 主要 部 分 是 常 系数 的 ， 即 
p =q (5.1.5) 
从 (5.1.4), (5.1.5) 可 以 用 已 知 函 数 qi 来 表达 y 和 y, Bn 
= [a (z)]* (5.1.6) 
p= | uta (5.1.7) 
在 上 述 条 件 下 ， 原 方程 (5.0.1) 就 简化 为 
dv 8 5.1.8 
| zat v = Óv (5.1.8) 
式 中 
s-i 5d m 
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若 在 所 研究 的 区 域内 ql) FAF, ale) 两 次 连续 可 微 ， qz(z) 无 
55, 6 与 入 相 比 是 小 量 ， 所 以 ， 方 程 (5.1.8) 渐 近 解 的 首 项 为 


v~ acosàÀz +bsinàz, A-o0 


方程 (5.0.1) 的 渐 近 解 首 项 为 ; 
acos[A f J/qi(7) jdr  bsinA J vtr LZ 


[a (2)]s 
q(z) 20, 入 一 cc (5.1.9) 
aexp[A f V 一 gu(7jdr] + bexp[A f v-ai(7)dr] 
[-a(z)]* 
q(z) «0, 入 一 cc (5.1.10) 


Jf (5.1.9), (5.1.10) 可 以 看 出 ， 当 q1(z) > 0 时 ， 解 是 振荡 型 的 
当 gli(z) <0 时 ， 解 是 指数 型 的 . 
下 面 ， 我 们 还 要 通过 指数 近似 法 来 导出 同一 结果 . 因为 将 同一 
步骤 推广 到 三 维 情况 ， 就 可 获得 几何 光学 近似 令 
yla) ~ exp 3^ A snl (z)]. (5.1.11) 
n=0 


因此 
y'(z) ^ [A 2^ X ssa) exp[A » A "sn (Zz) 
y" (z) ~ {Xl » Ansen (z)]^ 十 入 3 Acher) exp[à 3: 和 "sn 
代入 原 方程 ， 令 入 的 同 次 早 系 数 相 等 ， 可 得 递 推 方程 组 
50 = = -qi(z) 
2s031 + sp — 0 
25955 十 si S = 一 qz(z) 
2595, 5, 1 9,8; 8, 5— 0, n>2 (5.1.12) 
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由 此 解 出 


solz) 一 +j V ~q (TdT (5.1.13) 
si(z) = -3 In sh = - In[-q (2) (5.1.14) 


将 so(z), s1(z) 代入 (5.1.11), 又 重新 得 到 了 WKB 解 (5.1.9), (5.1.10). 
从 推导 过 程 ， 我 们 看 出 ， WKB 解 成 立 的 条 件 是 ; 
LED 有 界 ， 这 是 渐 近 展开 式 的 要 求 
2. 由 渐 近 解 的 定义 ， 还 要 求 
yz) — expl È Asna) 
y(x) 


即 ， 要 求解 的 相对 误差 很 小 ， 这 就 相当 于 


«1 


A7" s, Li (r)«1 


由 于 我 们 所 能 精确 求解 的 微分 方程 数量 极其 有 限 ， 即 使 二 阶 线 
性 变 系数 方程 ， 也 只 有 少数 几 种 方程 可 用 特殊 函数 来 表示 ， 因 此 ， 
WKB 近似 可 以 对 任意 的 q(x) qlr) 获得 通 解 ， 这 确实 是 有 相当 重 
要 意义 的 ， 当 然 ， 这 里 附加 的 条 件 是 必须 含有 大 参数 入 
下 面 ， 我 们 将 用 WKB 近似 求解 二 阶 方程 的 初 值 问题 ， 边 值 问 
题 和 特征 值 问题 ， 从 中 我 们 也 可 看 到 WKB 近似 的 普遍 意义 ， 
[ 例 5.1.1 ] 求 下 述 方程 的 初 值 问题 : 
y'—- XQ(zxy, Q(z)»0 (5.1.15) 
y(0)= A, y(0)=B (5.1.16) 


由 WKB 近似 


1 rz r 
y = vag] y Q(r)dr + ima | y Q(r)dr] (5.1.17) 
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由 初始 条 件 (5.1.16) 


9 -4 (5.1.18) 
ya 
-Q'OJI 5a + MOO = B (5.1.19) 
解 出 
a = 44Q0) 
1 1 [QO 

2. i {B (5.1.20) 

1 * 1r 
A[Q(0)]4 


HF (5.1.15), (5.1.16), (5.1.17) 之 解 为 


TON 1 ip 
i7 Alois ] Ver + 
1 [qos A) s/a \/Q(r)dr (5.1.21) 


"Alo 


特别 对 于 A = 0, B — 1,Q(2) = (1 + 22)? 


1 r? 
~ -一 -一 shXz 十 一 ) (5.1.22) 
A(1 + 22)2 à 


[45] 5.1.2] 求解 边 值 问题 
ey! +y=0 — (5.1.23) 
y0)20, yl)=1 (5.1.24) 
的 渐 近 解 ， 这 里 Q(z) = -1 入 = 天 ,故而 它 的 WKB 近似 为 


y(r) ~ cı cos Z + cz sin (5.1.25) 


yet 
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代入 边界 条 件 (5.1.24) 确定 常数 c1,c2, 得 


Sin 
y= 


- < 


| (5.1.28) 
sin Ve 


这 是 高 险 导 数 项 乘 以 小 参数 形式 的 奇异 摄 动 问题 , 边界 层 方法 失效 ， 
但 WKB 方法 却 依然 有 效 ， 从 解 的 图 形 可 见 ， 这 是 高 速 振荡 的 解 ， 
边界 层 方法 失效 是 不 足 为 奇 的 . 

[ 例 5.1.3] 讨论 本 征 值 问题 


y" + E(n c x)'y —0 (5.1.27) 
y(0) = y(r) =0 (5.1.28) 


我 们 可 马上 写 出 方程 (5.1.27) 的 WKB 近似 


~- L -[esin VE / /Q(T)dr + d cos VE J /Q(T)dr] (5.1.29) 
0 Q 


为 了 满足 条 件 (5.1.28), ok d = 0 以 及 


VE, | /Q(T)dr = nz |... (81.30) 
0 
以 @(z) 的 具体 形式 (n z)* 代入， 可 求 出 第 n 个 本 征 值 
9n? 
n ~ Igni (5.1.31) 
FAME B5] Æ 1E R CONI 
yn ~ = Tz sin[ 75v (3^ 十 3xz + xz?) (5.1.32) 
归 一 化 时 ， 要 求 
J Qi dz = 
0 
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Bp 


2 f faisse VE f fato dr -1 
Q | 0 


u= VE, /Vata 
0 


再 根据 (5.1.30) TARE u 的 积分 上 下 限 ， 得 条 件 


TT 
En J sin? udu = 1 
VEn 
0 


1 d | 6 
cn 一 22 五 4/VmT = 753 
归 一 化 的 本 征 函数 为 


所 以 


n 


UE z(3T + 322 + z^)]/ (n + x) 


6 ,. 
Un ~ 753 [sin 


(5.1.33) 


(5.1.34) 


(5.1.35) 


当 n 越 大 ， 结 果 越 精确 ， 表 5.1.1 给 出 了 本 征 值 的 近似 值 与 精确 值 


的 比较 


表 5.1.1. WKB 近似 求 本 征 值 的 精确 程度 
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相对 误差 
8.196 
2.6% 
1.3% 
0.77% 
0.51% 
0.13% 
0.035% 
0.009% 


5.2. 有 转向 点 时 的 一 致 有 效 渐 近 解 


上 面 一 节 所 得 到 的 WKB 解 ， 当 qi(x) 在 所 讨论 的 民 域 中 有 委 
点 时 是 不 成 立 的 ， 这 是 因为 
1. Green-Liouville 变换 


v = ó(x)y(z) = Y Qi(z)y(x) 


HAA. l 

2. 指数 近似 法 中 ,so(z)j= 土 y-al )dr, sı(£)=} In(-qı(2)), 
不 满足 
si(r) 
Solz) 
的 条 件 ， 为 了 处 理 有 转向 点 的 情况 ， 我 们 可 以 分 成 几 个 区 域 求 解 ， 
然后 再 将 它们 匹配 (matching) 起 来 ， 也 可 以 用 Langer 变换 直接 求 
在 整个 区 域内 的 一 致 有 效 渐 近 解 

1. EMH. BRE z= pu RR 


« M 


a) = (2 = a) fe) (5.2.1) 


不 妨 假定 f(x) > 0. 显然 , 原先 的 WKB f$ (5.1.9), (5.1.10) ££ r-u 
附近 不 适用 ， 作 变换 


&£—(r—-gu)A" , v»0 (5.2.2) 


也 就 是 说 ， 将 x = 附近 的 坐标 放大 一 些 ， 方 程 (5.0.1) 就 变换 成 


d'y 


" 4 {A Ef (yu 十 EAX “) 十 和 202 人 (1 +E ")yz-zo0 (5.3) 


分 如 下 三 种 情况 来 讨论 : l 
(i) v« 2, 当 入 一 sc 时， 解 为 了 ~ 0 
(i) v» 3. 4 A oe 时 ， 解 为 & MATERN 
:141 。 


(i) 4v = uu 时 ， y 满足 方程 


E d+ Ef(u)y 0 


由 此 可 见 ， 只 有 第 三 种 选择 才能 满足 匹配 条 件 .， 在 变换 
z = —-6y f(u) 


下 ， 它 又 变换 成 Airy 方程 
d? 
d Sy —zy=0 
所 以 
y ~ a3 Ai(z) + baBi(z) 


已 知 Ai(z), Bi(z) 的 渐 近 展开 


l -å ( < 1) 一 十 
一 一 一 之 exDpi--2 OO 
Jr Pg 7 


, 2 
Ai(z) ~ 1 1 2 3 m 
Ni sin(3lz|? 十 1) 2 — -—00 
Dod c 2 z 一 二 
2 4exp(zz?) z co 
2/7 3 
Bi(z) = 


J -1 2. 3 ,7 
Ni cos(- z| uL 2 一 —00 
所 以 ， 站 EÉ — 400,2 > 一 co 
rfassin(2 FGN? 7) 
- pne m NT "(VN + 
+bs cos(3Y f (més + 2) 
当 r< u, B^SfÉEXLuHN, £— —oo,z > 十 oo 
1 2 3 
vd r5 (-zv f?) 
VA 2*9 3V /NY 


十 ba exp(3Y (u)&3)) 


* 142: 


(5.2.8) 


(5.2.9) 


(5.2.10) 


但 在 x > pru 两 个 区 域内 ， 我 们 也 可 用 WKB 方法 得 到 近似 
解 ， 因 为 z 一 几时 


[ea(z)] = fs()esa7$ | (5.2.11) 
a f a (ndr =< zv fe (5.2.12) 
m 
所 以 z > 及时 


] zx t 
~ in A f y dT +b ^W EY d 
vag sin l di(7TjdT + bi cos / qı(r)dr] 
B A8 — 4 < fondi 7T 
= Ag a sin( f()€ tj 


+6 cos( Ge + 7) (5.2.13) 
式 中 
2. 2~ 
ai = $0 一 ERA 
5.2.14 
YE Va, ( ) 
1—75 CQ1 + $3" 
"Pr«h 


y~ A a lereni- = fü I + bzexp(SVf u)el3)) — (5.2.15) 


因此 ， 为 了 达到 匹配 的 目的 ， 系 数 之 间 必 有 下 述 关系 


1 


(à, b) = r (as, ba) (5.2.16) - 
(az, b2) = -Ge (5.2.17) 
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我 们 要 将 转向 点 两 侧 解 的 系数 联系 起 来 ， 这 叫 连接 公子 
] ~ 
(az, b2) 一 (581,51) (5.2.18) 


其 规则 是 ,首先 是 将 解 表达 式 (5.2.13) 的 形式 . WA, fAIE NORRIS 
系数 为 正弦 项 系数 之 半 ， 正 指数 第 项 的 系数 与 余弦 项 的 系数 相等 . 
1 例 5.2.1 ] $i, fit Schrödinger 方程 


De n -z E -U (z)j¢ = 0 (5.2.19) 


RUE, à= LA Plank 常量 ，U(z) 为 势 刍 的 能 量 ， EIRT 
的 能 量 . 


图 5.2.1 £457 


Æ E>U(z) 21, HKH 
plz) ~ me meu — f kC) jdr] (5.2.20) 
式 中 
ka) = ilo -U(z)] (5.2.21) 
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S E<U(e) zin 
plr) ~ ——— T expl | k' (r)dr] (5.2.22) 
Te )? Li 
式 中 21 
k" (a) = 25 [U (v) - E] (5.2.23) 
现在 考虑 一 束 波 从 I 区 穿 过 工区 达到 下 区 ， 那 么 在 I，I 区 ， 
由 于 界面 的 反射 ， 都 有 两 个 方向 的 波 存 在 ， 在 下 区 只 有 右 行 的 透射 
Ux, x 


A of T 
gm ^ JG) exp[i( | k(7)dr + 7)] (5.2.24) 
A 7 不 f T 
= ———leos( | k(r)dT + —) + isin( | k(t) 4- 2)] 
vk(z) | 4 l 4 
由 连接 公式 
b . b 
Óg v Jes" J k'(r)dT) + ; exp(— | k'(r)dr)) (5.2.25) 
为 了 在 a 点 附近 用 连接 公 M 将 积分 限 取 在 a 点 


gr ~ send k'(r)d7) soe [rmn (5.2.26) 


. b T 
ezexp(- | k'(r)dr) exp( | k' (r)d7)| 
再 次 用 连接 公式 


b a 
A , T 
$i VG el (r)dT) ui k(Tr)dr 十 1) (5.2.27) 


, b r 
+ exp( 一 J k' (r)d7) - cos( f k(r)dr + 2) 
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上 式 进一步 化 成 ， 


b 
Ai jl i 
p~ mgle j+ (r)dr (8.2.28) 
b a 
-exp | (dr expi(^ 一 f xm 
1 b 4 
t exp(— J k' (7)dT) + exp J k' (r)dT| 


exit f kr) 一 ril 


因 能 量 与 振幅 的 平方 成 正比 ， 所 以 透射 系数 


2 
D= ?u - — (5.2.29) 
lexp Í k'(r)dr + ;exp(- ] k' (r)d7)]* 
反射 系数 
p? 1 — 1 exp(-2 f k'(r)dr 
R- " = [一 一 一 一 一 一 一 (5.2.30) 
li 1+ t exp(-2 f k'(r)dr 
容易 证 明 


R+D=1 


由 于 指数 项 中 含有 的 大 参数 因子 ， 因 此 ， 对 上 面 的 表达 式 (5.2.29) 
(5.2.30) 还 可 以 作 近 似 


b b 
D sz exp[-2 /erjdr = exp[- f Au(U(r) — E)dr] (5.2.31) - 
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以 及 
b 
R-1- expl-7 f au(U(r) - Ejdr] (5.2.32) 


匹配 法 固然 比较 直观 ， 但 在 不 同 的 区 域 . 解 有 不 同 的 表达 形式 ， 这 
是 不 方便 的 地 方 ， 所 以 我 们 要 用 Langer 变换 来 得 到 在 整个 区 域 一 
致 有 效 的 渐 近 解 . 

2. Langer 变换 ， 仿 照 Green-Liouville 变换 ， 令 


z = (x) (5.2.33) 
v — Wr)y (5.2.34) 
并 同样 要 求 一 阶 导数 系数 为 零 
P = y? (5.2.35) 
但 第 二 个 要 求 不 同 于 Green-Liouville 变换 ， 而 要 满足 
qi 


"in e(r)-z (5.2.36) 


由 此 可 解 出 p(x) 为 


oi - J V(r- uf), z>u (p>0) (5.2.37) 


"m 
2 3 
(=p)? =f (u-r)f(T), z«p (<0) (5.2.38) 
这 时 
~ = (Ly 5.2.39 
y -?-( 2) ( ) 
在 Langer 变换 下 ， 原 方程 变换 为 Airy 方程 
d? 
à + MA2zvu 二 0 (5.2.40) 
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t BC E | 
v ~ cj Ai(-A5z) + c3 Bi( - A3 z) (5.2.41) 
因此 
Pl , 2 . 2 
y~ PL [ci Ai( — A3 z) 十 c3 Bi( — A5 z)] (5.2.42) 
1 


解 (5.2.42) 与 转向 点 附近 的 解 (5.2.7) 有 区 别 . 
(1) 自 变量 不 同 . 在 转向 点 附近 以 z = 一 EYf(k) 为 自 变 量 ， 一 - 
致 有 效 渐 近 解 以 Mol) 为 自 变量 . 当 z -六 时 , 由 (5.2.37)(5.2.38) 
Mp ~ AS(a — p) FCn) = € f(u) 
两 者 一 致 ， 这 就 保证 了 它 与 内 解 相同 . 
(2) NW BE. 在 转 癌 点 附近 p 与 q 均 有 一 阶 堆 点， 保持 党 
数 ， 远 离 转向 点 时 ， (5.242) 的 渐 近 形式 会 出 现 gi 中 oui 相抵 
消 ， 仍 然 保留 (qi)-3 因子 ， 这 样 就 保证 了 解 (5.2.42) 与 外 解 相同 . 
因此 ， 得 (5.2.42) 是 在 包括 转向 点 在 内 的 整个 区 域 中 一 臻 有效 


的 . 
 [905.2[2] 考察 本 征 值 问 题 
y" 4- A(1— z?y «0 (5.2.43) 
y(0) —0 (5.2.44) 


显然 ， 该 问题 包含 着 转向 点 z = 1 在 内 、 我 们 不 能 直接 使 用 WKB 
解 (5.1.9), (5.1.10), fE2E 

(2? —1) = "p (5.2.45) 
方程 (5.2.43) 化 成 

y" — zy —0 (5.2.46) 
考虑 到 oo 处 趋 于 去 的 要 求 ， 它 的 解 为 


z 
Tz3—1 


y~ c( ) Ai(A8 2) (5.2.47) 
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现在 要 求 y(0) = 0. 这 时 按 (5.2.38), HA FEZ 


z)? = E 一 T3dr 


即 要 求 
Ai[— a(S G [cout HE 


当 入 一 co 时 ， 自 变量 趋 于 —oo, 由 渐 近 展开 可 知 


1 
sinp f Vi rar 7] «o 
0 


所 以 
| = LEM 
{VI dr 
0 
计算 结果 如 表 所 列 . 


表 5.2.1 方程 (5.2.43) 的 特征 什 
oon J 2 


2.892 6.535 10.27 


zo 为 


(5.2.48) 


(5.2.49) 


(5.2.50) 


BEIE 


现在 ， 我 们 要 简单 讨论 一 下 有 两 个 转 问 点 的 情况 ， 即 


qz) = (x — pp 一 ZTC) ， uan 


不 妨 假定 f(x) > 0. 
Æ ru 附近 ， 采 用 单个 转向 点 的 结果 ， 


(5.2.51) 


v= ladil- -Aip (r)] +b Bil-A3g a)l} — (53.52) 


yP 1 
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其 中 


T 


of = fy (r — m)(ua — 7)f(dr, z» 1n (5.2.53) 


= Ce) = J (m — T)(ua — 7)f(r)dr x < m (5.2.54) 


同样 地 ， 在 2? = j2 附近 ， 有 类 似 的 结果 


y ~ -一 faz4il- Mga(z)] + baBil— Xiea(z] (5.2.55) 
V vo(z) 


其 中 


H2 | 
| sed = J (T - pı)(p2 — T)f(T)dr, £< m (5.2.56) 


T 


(ya? = 人 WU 一 Do 一 DJ(Ddr ，z> p (5:257) 
H2 


E r= to 处， y 应 有 界 ， 所 以 
b=b=0 — (5.2.58) 
Em <z< kz N, y 应 该 有 相同 的 渐 近 表达 式 ， 即 由 (5.2.52) 可 
得 
a1A-é .2 3 T 
MM — — —— sin[zAe$ 十 一 ] (5.2.59) 
| Vm[(x-g)gus-z)f(): 9 ^ 4 
由 (5.2.56) 再 得 
~ aÀ 6 
Vr[(x — ui)(ua — 2) f (2))* 
所 以 ， 应 有 


3 
sin[ Aj 4 n (5.2.60) 


Ql 一 Q2 (5.2.61) 
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poo citi HH a ana 


以 及 
aet 十 92 ) 十 3 =(n+tl)r (5.2.62) 
由 式 (5.2.53), (5.2.56) 可 见 


1 | 
WES etar (n = 0,1,2,---) (5.2.63) 
J (T — m)(u2 — 7)f (r)d | 
在 量子 力学 中 ， 可 用 此 公式 导出 Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 . 
[ 例 5.2.3] 势 阱 问题 


4 十 mE — U(x) =0 (5.2.64) 
这 也 是 有 两 个 转向 点 的 问题 ， 根 据 公式 (5.2.53), (5.2.56), (5.2.62) 
得 b 
z J Vau[E - U(r)jdr = (n+ z)r (5.2.65) 
所 以 


b 


2 | VinE - Ure = (n+ 3 (5.2.66) 


a 


由 de Bloglie AR, 2 为 广义 动量 


p = kh = J2u[E — U (a)] (5.2.67) 


将 了 看 作 广 义 坐 标 g, 公式 (5.2.66) 可 写成 


f pdq = (n+ 3 (5.2.68) 
这 与 Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 相 差 一 常数 ih. 
对 于 线性 谐振 子 
U = Tus (5.2.69) 
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两 个 转向 点 为 x 2s. 茶 件 (5.2.66) 要 求 


因 积 分 值 为 rE/w, 我 们 得 到 熟知 的 结果 : 


l 
E, = (n+ 3)oh (5.2.70) 


5.3 几何 光学 近似 


”对 于 波动 方程 
vg 一 csV20 — 0 (5.3.1) 
我 们 求 如 下 形式 的 解 
y = ett, 


可 以 得 到 约 化 波动 方程 (reduced wave equation) 
V?u + k?n?u 一 0 (5.3.2) 


这 里 ， k 为 入 射 波 的 波 数 . 


QJ 
k= (633) 
n 为 折射 指数 
n= < (5.3.4) 


(XA UORA RS, k>1l, 这 也 是 含有 大 参数 的 方程 , 仿照 指数 近似 法 ， 
ap " 


u(z) ~ e OIN z, (z)(ik)"] (5.3.5) 


m-Ü 
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这 里 sf WAER 


z(x,k) = DO)" 


为 波幅 ， 代 入 约 化 波动 方程 ， 因 
Vu ~ eiks(7)[ik(Vs)z + Vz] 


ANTES LIC) 


得 到 递 推 方程 


(Vs) =n? 


2V s- Vzm + Zm 4S = — A Zm-|1 , 


m = 0,1,2,- 


(5.3.6) 


—k?(Vs)?z + 2ikVs Vz + ikAsz + Az] 


(5.3.7) 


(5.3.8) 


这 里 ， (5.3.7) 叫 程 函 方程 (eikonal equation), (5.3.8) 称 为 振幅 的 输 
运 方程 (transport equation), 这 里 假定 2-1 三 0. 
s 间 的 二 阶 线性 方程 ， 现 在 转化 为 一 阶 非 线 


原先 我 们 要 解 三维 空 
性 方程 (5.3.7), 线性 方程 (5.3.8). 
可 以 进一步 化 成 常 微 分 方程 ， 从 而 使 问题 得 到 了 简化 . 


对 于 一 阶 偶 微 分 方程 


式 中 


它 的 特征 方程 为 


对 于 程 函 方程 (5.3.7) 
dz; 加 


2pi 


F(xi,s, pi) =0 


可 得 


Pi Bz. 
dpi E ds 
-pF 
Ti Pi 8 2, pi Fp; 
1 三 
dpi ds 1 
= 二 一 一 二 一 入 1 
2nn, 2np2 . 2 (cde 


由 一 阶 偏 微 分 方程 的 一般 理 论 . 


(5.3.9) 


(5.3.10) 


(5.3.11) 


(5.3.12) 
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这 里 A(c) 为 比例 常数 ， o 是 参数 ， 于 是 


da 

qg "Ms mp 
dp A. 2 
dg; ^ 3^ 

SE en 


Ade A do = 2^ 
按照 (5.3.15) 
E 8 = 89 + J An ao 
要 是 取 c 为 弧 长 参数 
dr| -1 
ribs 
我 们 有 | 
A[Vs| 2 àn =1 
方程 可 简化 为 
d , dr 
i ds — Vn 
S — SQ + f ndo 


(5.3.13) 
(5.3.14) 


(5.3.15) 


(5.3.16) 
(5.3.17) 


(5.3.18) 


(5.3.19) 


(5.3.20) 


(5.3.21) 


因为 v = zei* (799. s(x) —const 是 波 阵 面 , 波 是 沿 垂直 于 波 阵 面 法 


线 的 弧 长 增加 方向 传播 的 . 


我 们 从 方程 (5.3.20) 可 以 求 出 光线 的 方程 并且 沿 光线 积分 , 得 
到 光 程 函数 s = s(o). 这 个 方程 也 可 由 Fermat 原理 导出 ， Fermat 
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原理 要 求 沿 着 光线 真实 路 径 传播 所 需 时 间 最 短 ， 即 下 列 泛 画 


r= f iri (5.3.22) 
c 
P 
取 极 值 ， 或 
ôJ=0 (5.3.23) 
其 中 
dzi 
J = [| CR e CRY e Rue 
? 
由 Euler 方程 得 
dzi 
dd 
je ]- 


Ry a (y (Ty 


dai» 


dz3 


any £y a (3 y =0, 1 一 12,3 
(5.3.24) 
这 里 因为 
+ (Ey, oy = |2] = An (5.3.25) 
它 也 就 是 方程 PEN 
ddr. ivn 2 (5.3.26) 


所 以 ， 程 函 方程 是 符合 Fermat 原理 的 . 

根据 这 一 点 ， 我 们 往往 不 必 求 解 方 程 (5.3.26) 就 能 知道 路 径 . 
譬如， 在 均匀 介质 中 以 直线 传播 ， 在 界面 上 入 射 角 等 于 反射 角 ， 以 
”及 折射 的 Snell 定律 等 等 . 

现在 讨论 输 运 方程 ， 因 为 从 (5.3.13) 可 知 ， 射 线 与 Vs 方向 一 
致 ， 所 以 可 将 它 化 成 沿 着 光线 的 常 微 分 方程 ， (5.3.8) 成 为 


2 dzm 
X de T mâs = —AZm-1 (5.3.27) 
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到 射线 举 标 系 (01,02, 03], 01 为 光斑 万 癌 ， du, O3 在 5 const. T ii 
内 ， 构成 正 交 系 . 定义 Jacobi. 行 列 式 
Ori Ox Âr Ox 


J= delaz?) 7 = Bo 0o; V 905 
(5.3.28) 
一 as. «e i = 1,2,3 
i y-i 0o, ^ Ó m 
式 中 cot(22:) 代表 行列 式 中 该 元 的 代数 余 因 子 ， 那 各 
8J oi Ox 0zi 
0c 7 2. 2. 0c,00, (So, 
$4 iR 7j P8 (5.3.13) 可 得 
9J L JY. (AV) (5.3.29) 
展开 括号 得 P 
j$n — VA: Vs 十 入 AsS 
所 以 
1 DJ 198A 10J 
AAs 一 一 YA， Vs + go = -x Jón 
d J 
doi In 5 
方程 (5.3.27) 成 为 | 
dzm | zm d J À 
de 十 ^ de n5 = 一 z ^ m-1 (5.3.30) 
它 的 解 为 
(oo)Mo) | 
zq (c0) = Zm(c0) Xe Woo Jio) (5.3.31) 
af CN 
: J Mem (n IAT n 
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这 里 还 要 补充 说 明 一 下 J 的 几何 意义 ， 在 射线 坐标 系 中 体积 元 
dV = Jacldoodc3| 一 do1d ÀÁ 


N àn = 1, el 
|Jdoidozdo3| = Ando,dÀ 
[UE E ih 
E |. ndÁÀ 
À i dos3do3 
在 射线 管内 dodo = const, 所 以 
< x ndA (5.3.32) 
. B n(ao)d A(co) 
2m(c) 一 zm (00) n(c)dA(s) (5.3.33) 
2 f eee it n(c)dA(c) dc 


尤其 是 对 m = 0,2. = 0, 我 们 有 
zz (o)n(o)dA(e) = z2(mo)n(oo)dA(oo) | (5.3.34) 

它 的 物理 意义 是 能 流 守恒 .从 该 式 也 可 看 出 , 在 dA =0 的 点 ,， 即 射 
线 的 交点 或 包 络 线 (我 们 称 为 焦 散 线 ), 振幅 为 无 穷 . 这 时 几何 光学 
近似 就 失效 了 ， 必 须 另 行 处 理 . | | 

^l f VITE SOCUR, 线 光 源 的 情况 ， 我 们 要 应 用 Hadamard 提出 
的 有 限 部 分 的 概念 (附录 五 ), 在 点 光源 附近 ， 我 们 有 
zm(oo 十 £) J (To 十 £)/ A(00 十 £) 


zm(o) = TORG (5.3.35) 
JE JA m-1( ) J(c)/X(a) dc 
lim zm(oo + OY J (c0 + e)/ (m +E) = Cm (5.3.36) 


上 述 公 式 (5.3.35) 就 成 为 


m 
mlO) = GIG) 


D /nA n [J(9)Xo) , ; 
3] Mo mW IN xy 


类 似 地 ， 相 应 于 公式 〈5.3.33) 我 们 有 


B Cm 
zm(9) = Vn(o)dAl(o) 


1 f „~ n(e^dA(o)) , , 
Ed "n(eydA(c) 04 


Cm = lim zm(co + &)y n(7o + e)dA(so + €) 
€ 


[ 例 5.3.1 ] 均匀 直线 源 引 起 的 柱 面 波 ; 两 维 点 源 附近 振幅 形 


式 中 


SA 
Colb) /r 
因此 ， 给 出 了 输 运 方程 的 初始 条 件 


Co = Co(8),  Cm=0 


现在 可 以 求 zm 


这 里 
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(5.3.37) 


(5.3.38) 


(5.3.39) 


(5.3.40) 


(5.3.41) 


(5.3.42) - 


(5.3.43) 


由 于 
18 18 


A= atro t 1192 


逐次 计算 z1,z2,… 可 以 证 明 


92. 
tm (r6) = (5-)" — 2 + alol) 
尤其 是 当 6o(0) = 
zy (T ) - (nt Tto iy- eye? (5.3.44) 
m(n) = (5- i j*; 3. 
TH PR AK s = nr, 故而 
u ^, e’ S (ik) "2, | . (5.3.45) 
n=0 i 


m-1 
- demos È aus GE m IIo «5*-m 


我 们 知道 Hankel 函数 有 如 下 渐 近 展开 : 


H” (knr) ~ MN X ü 


oo 


* 2. Tinky" GRE 2 (G +5 一 a , mnkr»1 


E^ C0(0) = V de GI ett, 那么 
u^ HU (knr)e"?,  knr 1 (5.3.46) 


实际 土 ， (5.3.46) 右 端 就 是 约 化 波动 方程 的 准确 解 ， 
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5.4 焦 散 线 附 近 的 一 致 有 效 渐 近 解 - 


现在 讨论 在 焦 散 线 附 近 的 处 理 方法 , 它 可 以 由 匹配 方法 获得 解 ， 
但 我 们 要 介绍 Ludwig & Kravtsov(1967) 的 一 致 有 效 渐 近 解 理论 ， 
其 关键 是 猜测 解 的 适当 形式 ， 

首先 来 看 均匀 介质 的 情况 . 约 化 波动 方程 的 解 可 由 平面 波 登 加 


而 得 
ule) = Yi f ee mas (5.4.1) 
V 沿 着 焦 散 线 z= Eln) 切线 方向 t(n) 传播 的 平面 波 


7+ 
《(2) 


7 


图 5.4.1 ， 焦 散曲 线 附 近 的 -一致 有 效 渐 近 解 


p(n, æ) = [zr — £(n)] t(n) ^ n (5.4.2) 
上 述 积分 在 驻 相 点 贡献 最 大 ， 由 于 
V, = K [æ —-€(n]:n 
Ym = Kyle- £8) n — K? [æ - &(9)] t 
这 里 天 为 集散 线 曲率 ， 所 以 ， 在 驻 相 点 


[r 一 &(7)] n=0 | | (5.4.3) 
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也 就 是 说 ， 由 x 作 焦 散 线 的 切线 所 得 的 两 点 ，《 上 (0#+) 处 为 驻 相 点 . 


在 那里 


e = n” + ot 


此 时 ， 
Vg = -K?o | 


由 驻 相 法 公式 ， 可 得 
u m Z+eiks™ 十 Z7 e*s 
这 里 


st = n* + ot 


Z* = etik b o(g*)/K lol? 


(5.4.4) 


(5.4.5) 


(54.6 


(5.4.7) 


(5.4.8) 


JE 5.4.1 可见, o+ < 0, 07 > 0, SET us (0*) >0 Yl) < 
0, 相应 的 相 移 为 ett. x 接近 焦 散 线 时 ，o 一 0, 因此 Ym 一 0, 
所 以 , 积分 主要 部 分 应 与 Airy 函数 相仿 . 这 样 ， 便 可 用 Airy 函数 来 
表示 一 致 有 效 渐 近 解 (参见 第 三 章 ， 先 导 波 的 有 关内 容 ).Ludwig & 


Kravtsov 假定 


u(x) = 999 { Ai( - Ki p(a)g(z, k) + ik" Ai (kip(z))h(z, k) ) 


式 中 


eo 


g(z,k) = 5 (ik) "go (ar) 


m=0 


h(z,k)— 》 (ik) "ha (a) 


m=0 


(5.4.9) 


- (5.4.10) 


(5.4.11) 
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由 Airy 函数 的 性 质 ， 得 递 推 方程 
(V0)? + (Vp =n? (5.4.12) 
VO.Vp=0O (5.4.13) 
2V0.Vgo+ (Ab)go -- 20V p: Vho 4- p(^p)ho -- (Vp)? h, = 0(5.4.14) 
2Vp- Vgo + (Ap)go + 2V6 - Vh, + (A8)h, — 0 (5.4.15) 


在 远离 焦 散 面 ，z k? p oo, 由 Ai(—-2), A(-z) 的 渐 近 展 
开 ， 得 | 


1 +. 二 " - 
十 iks 一 iks 
Ou~ NAIG {H (we 4H (m)e | | (5.4.16) 
APO 
t 2 à 
H+ = P (pr ig, + piho) (5.4.18) 


我 们 假定 在 焦 散 线 附 近 ， (5.4.17), (5.4.18) 依然 成 立 . 即 定义 


1 

= z(5* +57) (5.4.19) 
2 3/2. liot _ o- 
Spi = -(S* - 87) (5.4.20) 
go — T (Htet + H-^e 5) (5.4.21) 
ho = ;P rte - H^.) (5.4.22) 


在 焦 散 线 附近 的 解 应 为 (5.4.9). 
由 (5.4.12) XX 土 2 VPx(5.4.13) AB 


(VSP =n? (5.4.23) 
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由 (5.4.14) È 士 V5x(5.4.15) 式 得 
2VH*.VS* + H*AS* —0 (5.4.24) 


(5.4.23) (5.4.24) 就 是 程 函 方程 以 及 输 运 方程 . 在 焦 散 曲面 上 p = 0, 
由 于 ho 为 有 限 值 有 


Htet —H^e à —0 (5.4.25) 
Bp 
H+ = H` e7?" (5.4.26) 
这 是 与 匹配 法 得 到 的 相 移 法 则 相 一 致 的 ， 即 内 行 波 与 外 行 波 幅度 一 
致 ， 相 位 滞后 T. 
若 已 知 内 行 波 振幅 为 Zo, W, 
H` -2/nk$Z, (5.4.27) 
H+ ~ 2/nk$ Zz e- 5$! (5.4.28) 


便 可 由 (5.4.9) 式 得 到 包括 焦 散 面 在 内 的 一 臻 有效 渐 近 解 . 


习 题 
5.1 考虑 边 值 问题 
cy +(z2+2z+2)y=0,， el 
y(0) = 0, y(1)—1 
的 近似 解 . 
5.2 考虑 初 值 问题 
ey -(r-4-1)y-0, el 
(0-9 y(9-i 
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的 近似 解 . 
53 试用 WKB 方法 近似 求解 方程 
eur = Qlzjyz) ， ^ e«i 
(a) 证 明 n 个 性 独立 解 为 

yi(z) ~ [Q()] F eo fr IQ ar (i —1,2,---,n) 
其 中 wi 为 1 的 x 次 根 . 
(2) 写 出 方程 

d4 

pto = zy(r) 

通 解 的 表达 式 . 


54 用 WKB 方法 求 


ry" +y -XMz(1-a?)y-0, 入 光 1 时 的 通 解 ， 并 说 
明 解 的 有 效 性 . 
55 RÝR E 

ey «(2r +1)y 4 2y — 0, 0«e«l 


渐 近 解 . 
5.6” 试 求解 下 述 方程 
u (z) + A(1—32)f(z)u- 0 
u(1) = u(-1)—0 A1 
f(x) > 0, 的 本 征 值 问题 . 
0.7. 对 管道 内 热 交 换 的 Graetz 问题 
ru 十 4 十 》2r(1 一 r2)flru «0 


u(1) — 0, u(0) « oo 
' 164 * 


AL f(r)>0 
(a)ckxtEEr —0, r— 1 的 有 效 展开 ; 
(b) 求 靠近 r = 0，r = 1 的 有 效 展开 ; 
(c) 求 一 致 有 效 的 渐 近 展开 ， 
5.8 考虑 问题 
y + Xr- a)(z — b)f(z)y =0 
HP b>a, f(ri)»0,24 zr tool], y> 0, RRR- AS CE (BI. 
5.9 用 WKB 近似 求解 
ey a(r)y +b(r)y=0, —y(0)— A, y) - B 
a(x) > 0, JF ULBA E RI] A EE TIE. 
5.10 “试用 数值 方法 求 下 述 本 征 值 问题 的 解 
y 十 五 (r 十 zj4y =0 


y(1) = y(7) = 0 的 本 征 值 问题 ， 同 WKB 近似 解 的 值 来 进行 比较 ， 
说 明 近 似 解 的 准确 程度 . 
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SEE 流动 稳定 性 与 渐 近 解 


在 自然 界 , 经 常 可 以 看 到 不 同 流 动 状态 之 间 的 转变 . 疾风 吹拂 湖 
面 可 以 掀起 轩然大波 ， 上 下 层 的 温度 逆差 可 引起 大 气 , 海洋 , 地 幅 对 
O Ñi 小 溪 中 涓涓 细 流 可 以 汇 成 淇 急 的 江河 , 一 泻 千 里 ; 在 实验 室 里 ， 
Reynolds 通过 控制 流速 ， 观 察 了 流体 运动 从 层 流 到 湛 流 的 过 渡 . 研 
究 流 体 运动 的 状态 转变 是 流动 稳定 性 理论 的 任务 .正如 Landau 指 
出 : 并 不 是 运动 方程 的 每 一 个 解 (即使 是 精确 解 ) 都 能 够 实际 上 在 自 
然 界 中 出 现 ， 在 自然 界 中 出 现 的 流动 不 仅 要 服从 流体 动力 学 方程 ， 
而 且 应 该 是 稳定 的 ， Tollmien 也 认为 : 在 流 管 中 带 有 清晰 层次 的 层 
流 过 渡 到 强烈 混和 的 不 规则 的 满 流 是 现代 流体 动力 学 的 主要 问题 之 
一 ， 层 流 本 身 总 是 流体 动力 学 方程 的 可 能 解 ， 而 流体 流动 类 型 这 一 
转化 肯定 要 归 因 于 层 流 的 不 稳定 性 . 

流体 运动 不 稳定 的 例子 很 多 ， 如 Benard 对 流 ， 指 的 是 在 薄 层 
流体 下 面 加 热 ， 当 Rayleigh X Ra = god'/kv 超过 临界 值 以 后 ， 
会 出 现 对 流 泡 ， 在 两 个 旋转 同心 圆 简 间 的 流体 ， 当 Taylor % T = 
40? L* /? 超过 临界 值 以 后 , 会 出 现 Taylor 涡 ; 液体 射流 在 空气 中 的 
破碎 ; 晶体 的 树枝 状 生 长 ; 两 个 流体 界面 上 的 指 进 现象 ; 风 生 波 和 海 
底 的 沙 纹 都 是 流动 不 稳定 的 典型 例子 . 在 本 章 我 们 仅 讨论 与 Navier- 
Stokes 方程 有 关 的 从 层 流 到 满 流 的 转 按 ， 这 不 仅 因为 这 个 问题 本 身 
的 重要 性 ， 而 且 ， 在 流动 稳定 性 理论 的 发 展 历 史上 ， 渐 近 分 析 方 法 
起 了 决定 性 作用 . 

本 章 的 安排 如 下 : 首先 导出 支配 流动 中 小 扰动 发 展 的 Orr - Som- 
merfeld 方程 (以 后 称 O - S jf), 然后 分 析 该 方程 的 性 质 ， 给 出 其 
渐 近 解 ， 从 而 获得 中 性 曲线 与 临界 Reynolds 数 ， 我 们 亦 给 出 了 与 四 
阶 方程 有 关 的 广义 Airy 函数 的 定义 , 最 后 简单 讨论 了 流动 稳定 性 的 
物理 机 理 . 
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6.1 平行 流 稳 定性 的 O-S 方程 


现在 我 们 来 讨论 流动 稳定 性 理论 中 的 典型 问题 一 一 - 两 维 平 行 
流 的 稳定 性 理论 ， 我 们 假定 流体 运动 满足 Navier-Stokes 方程 : 


Ou V 0S vau wla, (2 
8t "87 Oy "Oz pôr Qr? 
TEETE I 
8t "Or “By az poy ðr? 
Ow yU yuh S= h 
ôt ðr Oy “Bz p ðy 
ðu ðu Ow 
Or Oy Oz 

在 壁面 上 满足 


uw-—v-uw-ÜO 


对 于 平面 Poiseuille 7f, 


条 件 (6.1.2) 成 为 
EUN 
pôr Oy 
1P _ 
põðy |— 
以 及 边界 条 件 
4( 士 1) 三 0 
从 而 可 以 得 到 抛物 型 的 速度 分 布 
u(y) =1-—¥ 


现在 在 定常 的 主流 上 释 加 一 个 小 扰动 


u = u(y) + u, 


s 
Oy? 
on 
Oy? 


n a 
02? 

ES 
02? 


ONIS 
ðr? Oy 8z? 


(6.1.1) 


(6.1.2) 


u = u(y), v = w = 0, JFE (6.1.1) 及 边界 


(6.1.3) 


(6.1.4) 


(6.1.5) 


(6.1.6) 


(6.1.7) 
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它 依然 满足 方程 (6.1.1) 与 边界 条 件 (6.1.2), 在 略 去 商 阶 项 后 ， 可 得 
扰动 量 的 方程 


öt 2 1P | Uh 6.1.9 
Ot tuy py usd 
Qu où | 

一 十 一 一 0 6.1.10 
al D; ( ) 


这 里 我 们 并 不 研究 三 维 扰动 的 情况 ， 因为 Squire 已 证 明 二 维 扰动 的 
临界 Reynolds 数 比 三 维 扰动 的 临界 Reynolds 数 要 低 ， 引 进 扰动 流 
函数 v, i 
ü-4, - t = —v, (6.1.11) 
以 及 
p(y)e 790, b= n(y)ec*-* (6.1.12) 


其 中 a 为 波 数 ，cr WREE, ac 为 扰动 增长 指数 ， 代 入 方程 (6.1.8) 
(6.1.9), 得 到 : 


ia le — 2" 一 U'p} = 一 ?QT +Y le 一 og) 

a? (U — c)y = -r +iav {2 一 oa2p} (6.1.13) 
消去 rly) 可 得 Orr - Sommerfeld 方程 

(D? — a°} y = iaR ((U 一 cj(P — a2p) 一 U o (6.1.14) 
式 中 D = 区 RRIAT, U= UG) 是 主流 的 过 度 电线 ， 对 于 平 
面 Poiseuille W, U(y) —1- y^, 平行 流 稳定 性 理论 也 可 应 用 于 其 
它 类 型 流动 ， 如 对 边界 层 流 动 的 稳定 性 ， 可 取 U(y) 为 Blasius 方程 


的 解 .方程 中 的 参数 a 是 波 数 ，R 是 Reynolds 数 ，c 是 复 波 速 ， 
cr 二 Re c 为 扰动 相 速度 ，aci =a Im c ERDIK E, 显然 ，ci > 0， 
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流动 是 不 稳定 的 ， ci < 0 流动 是 稳定 的 ，ci = 0 是 中 性 曲线 ， 为 确 
定 临界 Reynolds 数 ， 必 须 求解 上 述 的 本 征 值 问 题 ， 可 以 求 出 
c, = c. (o? , a R) 
| (6.1.15) 
ci = æla? aR) 
由 此 确定 中 性 曲线 
cla, a. R) =0 (6.1.16). 
及 临界 Reynolds Xt Re. - 


0. 4 


lgRe t7 2.75 


2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 
lgR 
图 6.1.1 中 性 曲线 与 临界 Reynolds X 


6.2 O-S 75 iz BL PE 


.现在 我 们 来 分 析 Orr - Sommerfeld 方程 
(D? -oa2)2p — iaR Qv - c (D? - o?) — U"| 9-20 (6.2.1) 
zH. 由 于 转 扩 总 发 生 在 大 Reynolds 数 的 情况 . 所以， 我 们 要 求 
aR — oo 时 的 渐 近 解 ， 我 们 将 函数 展开 成 (aR)! 的 宕 级 数 
9 4 uu... 
p= + aR? 十 (6.2.2) 
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这 时 ， 就 得 到 Rayleigh 方程 
U -A — a299) - U" — o (6.2.3) 


5n U —cfg 823 Yo 可 以 用 Frobenius 方法 在 yc 附近 求 (y — vc) 
的 级 数 解 ， 这 时 y = y. 为 正则 奇 点 ， 其 特征 方程 为 


1A-1)20 (6.2.4) 


所 以 ， 特 征 值 相 差 一 个 正 整 数 ， 方 程 的 两 个 线性 独立 解 应 为 


(0,5 _ ， OM 7 ve) 
$i (y) = (y yo) nO) (6.2.5) 
sp =1+t Dy)  — (626) 


对 于 小 波 数 a,Heisenberg 将 p 展开 成 o 的 级 数 形式 ， 即 
py) = (U — ogly) = (U - c) |y) + og(y) +] (627) 
代入 方程 (6.23), 导出 q(y) 的 方程 为 
[Ce-aogg] -ar-oaw=o (6.28) 
所 以 | 


«9-1 或 wy- /fm 629 


mnW= [0-07dy -ojdy — (6210 


由 于 Orr-Sommerfeld 方程 是 四 阶 方程 ， 还 需要 求 另 两 个 线性 独立 
解 , 这 时 必须 计 及 粘性 影响 , 即 把 高 阶 项 考虑 在 内 , 所 以 可 采用 WKB 
HE, $ ' 


$(y = eP fy) (aR)*f(y)*.-| © (621) 
Bly) = e "£9 [fo(y) + (ok) 2i) + (6.2.12) 
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其 中 
Q(y) =+ f " AU -ody (6.2.13) 


fo(y) = (U - 9^5 (6.2.14) 


(6.2.5), (6.2.6), (6.2.11), (6.2.12) 分 别 为 正则 ， 奇异 无 粘 解 和 粘性 
解 ， 显 然 在 壁面 附近 有 边界 层 ， 其 厚度 为 (QR), 无 粘 解 在 那里 
不 适用 . 同样 地 , Æ y = y 的 转向 点 或 临界 层 附 近 ， 由 于 Tollmien- 
Schlichting 波 与 流体 运动 速度 几乎 相同 ， 介 质 与 扰动 波长 时 间 相 互 
作用 ， 使 得 粘性 不 可 忽略 ， 在 临界 层 附 近 粘 性 不 可 忽略 的 区 域 称 为 
内 边界 层 ， 在 这 一 层 中 取 内 变量 . 

y — Ye 

€ 


n = (6.2.15) 


使 得 粘性 项 起 作用 ， 要 求 e = (aR), 我 们 将 函数 lu) 按 < 之 级 
数 形式 展开 ， 即 


ply) = 2) (n) + ertd (nm) + s(n) +- (6.2.16) 


考虑 到 ; 
(U - c) = Uen + ZU, (en) 十 


tH 


U" =U +U, en 


可 以 导出 如 下 递 推 方程 
Uine" 4 isO" =0 (6.2.17) 
U' nz iz" = p. iz) (6.2.18) 


L4 (2) 为 1%, c, (^70 组 成 的 非 齐 次 项 ， 上 述 方程 相当 于 
Airy 方程 或 1/3 阶 Besse 方程 ， 其 解 为 
zt = (6.2.19) 
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w=] (6.2.20) 
0) e nfa ni H Hi E (oor) (6.2.21) 
P= J an | siat ) E (iao mÈ. | | (6.2.22) 


ao = (U1), WER 2P, a 的 表达 式 ， 当 7 o oo 时 应 与 外 角 
(6.2.5), (6.2.6), (6.2.11), (6.2.12) 相 匹配 ， 显 然 


xD esl scm 


: 元 te (6.2.23) 


H U" 
p 十 ez3 十 一 Le 个 on bte vW- yc) In(y — ye) (6.2.24) 


对 于 zt， x0 要 用 Airy 函数 或 1/3 阶 Bessel dd 


mo- («s pet] p caa] 


—T < Árg£ < 2r (6.2.25) 
| i 
(2) 2 5 (cire 
ST T aic " z) f + D o c | 
—27 < Árg£ < c (6.2.26) 
RER E= s (iar)! 将 渐 近 代入 1P, aP 可 得 
rO ~ Const - g 4 op {3 (aon) že Ti " (6.2.27) 
Du ~ const ， g 4 op {3 (agn)? es! | (6.2.28) 


指数 中 eT e 由 & 变量 代入 可 得 ， 由 分 部 积分 可 估计 主 项 
O(n), HAWE Hi (6) 要 求 


3 3 
-r < "i 十 ; ATE) <2r (6.2.29) 
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UAE E: 


3 3 
一 2T < "ü 十 7Arg7 <T (6.2.30) 
其 公共 范围 为 
了 
-zT < Argn < 5 (6.2.31) 


说 明 rO, sO 之 积分 应 从 ye 下 面 绕 过 ， 这 就 是 为 什么 当 Im ye > 0 
时 ， 沿 实 轴 已 是 正确 的 积分 途径 ,而 Im c < 0 时 ， 沿 实 轴 不 是 正确 
的 积分 途径 ， 所 以 ， 当 aR 一 oo 时 ， 粘 性 解 的 极限 并 不 一 定 是 无 粘 
解 . | 

由 于 求解 的 是 Orr-Sommerfeld 方程 的 本 征 值 问题 , 本 征 值 c 是 
待定 的 ， 而 匹配 法 的 解 要 不 同 区 域 有 为 同 的 表达 式 ， 十 分 不 便 ， 因 
此 有 必要 求 一 致 有 效 浙 近 解 ， 我 们 仍 可 以 采用 Langer 变换 


c 3/2 
a |3 
c= (aR) f Wh (6.2.32) 
y 


从 面 得 到 改进 的 奇异 无 粘 解 和 粘性 解 : 


Saly) =1 ++ CU (6.2.33) 


- (i s] d | "E GO — (6234 


( (€ 
zo = E — fa c] de? LIAE (io? 1 (6.2.35) 
这 样 ， 我 们 采用 了 第 四 、 五 章 的 理论 获得 了 Orr- Sommerfeld 方程 
E) — SUR SOTOIL RI, 不 过 这 里 的 方程 是 含 大 参数 aR 的 四 阶 复 常 微 
分 方程 
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6.3 本 征 方程 与 中 性 曲线 


由 于 平面 Poiseuille 流 的 速度 廓 线 是 对 称 的 ,所 以 ，Drr-Sommer- 
feld 方程 的 解 可 以 分 解 成 奇 函 数 与 偶 函 数 之 和 ， 即 


ply) = ve(y) + poly) (6.3.1) 


计算 表明 只 有 对 称 解 才 能 代表 中 性 不 稳定 的 解 ， 所 以 我 们 只 要 研究 
偶 函 数 的 情况 ， 研 究 的 区 域 可 置 于 (一 1,0), 对 称 条 件 为 p (0) = 


"n 


e {0) = 0. 一 般 地 ，O-S 方程 的 解 由 四 个 线性 独立 解 组 成 ， 即 
P = cii + c292 + C393 十 C44 (6.3.2) 


为 了 满足 边界 条 件 ， 指 数 增长 的 ps 不 存在 ， 所 以 ca = 0. 为 满足 在 


y = yz = 二 0 X, v'(y)—0, 而 且 ps 是 指数 衰减 的 ， 可 略 去 不 计 ， 因 
此 


C113 02955 =0 (6.3.3) 
取 
$(y) = papi (Y) - pizpa(g] 06.3.4) 
-那么 可 得 
ply) = $(y) + capa(y) (6.3.5) 
为 满足 y = y = 一 1 的 边界 条 件 p(-1) = p (-1)=0 导出 
tem (8.3.6) 
$B al 


方程 左边 仅 为 w, c 的 函数 ， 方 程 左边 为 (ay c, R) 的 函数 . 
, 用 Heisenberg 的 解 (6.2.7),011 = 一 c 921 = 0, eu 一 U,, £21 一 
E 可 以 导出 


; / U’ -1 
1 十 2c $^, / $i» 一 (i 十 dem) (6.3.7) 
| C31 
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方程 左边 记 为 立 十 记 , 有 边 可 由 


TA" 一 一 z3/2e7 $i (6.3.8) 
1 Y31 | 
得 到 E - 

(à 1) i$ = (26$ 7) (6.3.9) 


其 中 scq). ATRREAR, Ab S eoe s 
1 
边 的 虚 部 确定 c, 可 以 计算 出 a 以 及 包 EU EUR z ac 获得 R. 


这 样 便 得 到 在 (o2, o.R) 平面 的 中 性 曲线 上 一 点 ， 如 此 往复 不 已 . M 
XAH Tietjens 函数 — 


-z (€ a 
BOLT 


F(z) = —— | (6.3.10) 
(1) 12,...8 
«Leo [seo a 
下 述 方 程 
ü--i$-[L—-(1-3)F(2) ^ (6.3.11) 
或 在 入 1 时 
ü-4 i$ -[1-F(z) (6.3.12) 
这 里 


z = (o RU) P (ya — y1) 


来 确定 中 性 曲线 .他 还 在 平行 流 的 假定 下 ， 应 用 渐 近 方法 解决 了 平 
板 边 界 层 流动 的 稳定 性 问题 , 获得 了 中 性 曲线 和 临界 Reynolds €, 
同 当 时 Schubauer 和 Skramstad 在 低 湾 流 度 风 洞 中 的 实验 相 比 较 ， 
结果 优 于 Schlitchting 的 理论 . 


6.4 广义 Airy 函数 


从 以 上 几 节 ， 我 们 可 以 看 到 ，Orr - Sommerfeld 方程 是 如 下 含 
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大 人 参数 四 阶 证 分 方程 的 特例 


do — X | 
L(o) = m 7 + A | P(e, es ; + Q(z, AE 十 Rie, e| =0 
(6.4.1) 

其 中 AC 1, P(z, 入 ), Qi A), RR(z, 入 ) ERRE x 的 解析 函数 ， 并 


对 入 有 渐 近 展开 


= 2. A7? P. (a) (6.4.2) 
(z,A) = > A~"Qn(z (6.4.3) 
R(z,A) = 3 AT? R, (x) (6.4.4) 


我 们 尤其 对 Pl) 有 单 零点 转向 点 的 情况 感 兴 趣 ， 因 为 Orr- Som- 
merfeld 方程 与 它 有 相同 的 行为 ， 为 此 ， 我 们 只 需 研 究 更 简单 的 方 
程 

Lu(z) 2 u? +X? (zu +au -- Bu) 0 (6.4.5) 
可 类 似 于 Airy 方程 ， 我 们 可 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 ， 下 述 积分 

ji 
u= f G7 exp (240 - 81 + 2C) d (6.4.6) 

这 就 是 方程 (6.4.5) 的 积分 形式 解 ， 并 要 求 选择 封闭 围 道 满足 

c exp (ŻA CO-K.-x)[20 (6.47) 
通过 选择 不 同 积分 路 径 ， 可 得 到 均衡 型 ， 增 长 型 ， 误 减 型 的 线性 独 
pA. 3 | 0. | | 
Reid 还 用 Langer 变换 将 Orr-Sommerfeld 方程 变换 成 如 下 形 
式 - 
e? (a9 + for®) — TEM 一 (go 4 & gi)z 一 (o te hb) =0 


4.8) 
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fo fis des gu hio Ay CI qp f UU 


y » 3/2 E Do. 2 
u— cec 

= | | (一 一 6.4.9 

n ESE a (6.4.9) 


Ye 
d= ho e (640 
= (ia RUL) F © (64.11) 


方程 (6.4.8) È p = 0 的 情况 ， p--; 可 消去 三 阶 导数 项 ， 该 方 
程 的 解 可 以 用 广义 Airy 函数 表示 ， 其 定义 为 


1 1 
Ak(z,p,q) = d f £y exp (zt — st) dt 
| d 


(k—1,2,3) — (6.4.12) 
1 f 1 
一 _- =p q — 2g 
Bk&(z,p,q) = 5 一 J tP (1n t)? exp (zt at Jat 


oo exp[ 2 (k- 1) mi] 
(k—1,2,3 | (6.4.13) 
这 里 ，- A HX Lk 为 普通 Airy KAHRI, Bi 积分 路 径 从 
oo 沿 不 同 辐 角 的 射线 积分 到 原点 ， 请 注意 通常 的 Airy 函数 是 广义 
Airy ij XE Fein], B 
| Ax(z) = Ax(z, 0,0) | (6.4.14) 


这 些 函数 的 行为 与 图 表 可 参考 文献 (FKE 1985). 


5 流动 稳定 性 的 物理 机 理 


以 上 几 节 主要 阐明 了 流动 稳定 性 理论 在 数学 上 的 困难， 但 这 个 
问题 在 物理 上 对 粘性 的 作用 在 开始 时 也 是 不 清楚 的 ， 
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我 们 知道 ， 当 aR — oo 时 ， Orr-Sommerfeld 方程 就 化 为 无 粘 
的 Rayleigh 方程 


n 


u U 
o -ay -—- -一 一 =0 6.5.1 
P U —c ( 


边界 条 件 为 y= 土 ] 时 ， p=0 即 法 向 速度 为 零 ， 以 函数 o XC 
KARIE, E (71,1) 内 积分 可 得 


i " 
中 2 U 
[def ease f Pawo (6.52) 
-1 -1 
TT. 
c;U" 2 
"7 E dy = 0 (6.5.3) 


由 此 可 见 ， 如 果 co [必须 变 号 ， 即 速度 廓 线 必 须 有 损 点 才能 
失 稳 . | 

对 于 平面 Poiseuille 流 来 说 ， 其 速度 廓 线 没 有 拐点 ,所 以 对 无 粘 
流动 来 说 , FE Poiseuille 流 是 稳定 的 . 但 是 ,在 实际 上 平面 Poiseuille 
流 可 以 有 不 稳定 现象 发 生 ， 所 以 ， 粘 性 除了 因 耗 散 有 致 稳 作 用 外 ， 
还 有 失 稳 作用 ， 林 家 悉 计 算 了 扰动 与 主流 的 相互 作用 ， 在 适当 的 相 
位 关系 下 , 可 通过 Reynolds 应 力作 功 将 主流 的 能 量 传递 给 扰动 使 扰 
动 增长 ， 从 中 线 曲 线 图 上 也 可 看 出 ， 当 Reynolds 数 不 断 减 小 或 粘性 
增 大 时 ， 先 使 流动 失 稳 ， 经 过 不 稳 区 以 后 ,流动 才 变 得 稳定 ， 只 有 中 
间 范 围 才 是 不 稳定 区 域 . 

另外 要 指出 的 是 ,我 们 在 这 里 采用 的 是 简 正 模 方法 的 时 间 模 式 ， 
也 就 是 说 ， 规 定 波 数 a 是 实数 ， 波 速 c 是 复数 ;也 可 以 用 空间 模式 
来 研究 ， 这 时 假定 波 速 c 是 实数 ， 波 数 a 是 复数 . 现在 要 建立 两 种 
模式 增长 率 的 联系 ， 对 中 性 曲线 ， 我 们 有 


F(o,o, R) 0 (6.5.4) 
MSS 


其 中 o = oc, 现在 给 R 一 个 增 量 dR, 于 是 (do), 的 虚 部 是 时 间 增 
KE, (da) 的 和 虚 部 是 空间 增长 率 ， 因 


8F/OR 
(do). = -an( a/ac) 
ƏF/ƏR\ 
(do), = -dR t3 
所 以 
(de), = (do), 3 -(do), (22 o.) n = edo), (6.5.5) 


其 中 c, 是 群 速度 ， 说 明 两 种 增长 率 可 以 用 一 个 cg 因子 相 联系 , HO 
于 cg 一 般 是 复数 ， 还 可 以 有 相位 差 ， 

在 实际 情况 中 ， 往 往 是 空间 与 时 间 同 时 发 展 的 ， 如 果 有 一 局 部 
扰动 ， 我 们 可 以 将 它 看 作为 会 有 不 同 频率 成 分 的 波 包 ， 如 果 对 所 有 
成 分 其 群 速度 大 于 零 ， 尽 管 这 些 扰动 在 传播 过 程 中 要 增 大 ， 这 时 在 
扰动 发 生 处 的 扰动 将 消失 ， 这 种 情况 叫 对 流 不 稳定 的 ， 另 一 方面 ， 
如 果 在 所 含 频率 成 分 中 有 群 速度 为 零 的 ， 这 时 ， 在 扰动 发 和 处， 六 
动 将 增长 ， 这 种 情况 称 为 绝对 不 稳定 的 . 

另外 ， 还 要 说 明 的 是 ， 由 于 我 们 这 里 所 讨论 的 是 线性 理论 ， 它 
可 以 用 于 判断 什么 时 候 会 发 生 不 稳定 的 充分 条 件 ， 但 不 能 说 明 亚 临 
界 与 超 临界 失 稳 的 差异 ， 流 动 三 维 化 的 机 理 ， 这 是 因为 流动 失 稳 以 
后 ， 扰 动 发 展 使 得 线性 理论 失效 ， 这 时 往往 要 依 车 弱 非 线 理 论 来 进 
行 研究 ， 从 数学 上 讲 ， 它 属于 本 课程 摄 动 理论 的 范畴 .为 了 要 获得 
从 层 流 到 滑 流 转 按 的 全 过 程 ， 还 要 依靠 数值 方法 ， 这 些 内 容 不 在 这 
里 赣 述 ， 可 以 阅读 有 关 的 参考 文献 (Reid 1981). 


习 题 


6.1 在 二 维 流 动 (包括 主流 与 扰动 ) 的 假定 下 , 求 出 线性 稳定 的 Orr- 
Sommerfeld 方程 
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以 及 给 出 相应 的 边界 条 件 ， 并 分 析 上 述 方程 的 Hm. 


62 试用 Frobenius 理论 与 WKB 方法 导出 上 述 方程 的 级 数 解 与 浙 
近 解 。 | 


63 在 小 a 的 假定 下 ， 推 导 Heisenberg 的 级 数 解 与 关于 g(y) 各 级 
近似 的 递 推 公式 . 


64 试 证 在 变换 
f = Vac) 
下 方程 | 
f OEF) = 


可 以 变换 成 g(£) 的 Bessel Jj fg. 特别 是 m — 1, 可 对 应 于 1/3 Br 
Bessel 方程 ， 并 求 出 解 以 及 一 致 有 效 渐 近 解 . 


65 “对 于 有 一 阶 转向 点 的 四 阶 方程 
ud (z) + M(zu + au + gu) = 
EHA, a 6 为 常数 ， 试 用 Laplace 变换 


uz) = J rO 


求 上 述 方程 解 的 积分 表示 ， 并 给 出 积分 路 径 的 条 件 . 
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实际 问题 中 归纳 、 提 练 出 来 的 数学 物理 问题 往往 是 比较 复 什 的 ， 
很 难 用 通常 的 数学 方法 得 到 解析 解 . 于 是 人 们 经 常 采用 各 种 近似 解 
法 和 数值 解法 ， 摄 动 法 就 是 经 常 被 采用 的 且 行 之 有 效 的 方法 ， 奇 异 
摄 动 方法 是 一 种 渐 近 的 分 析 方 法 ， 可 以 对 微分 方程 的 解 的 全 局 性 行 
为 进行 系统 的 分 析 ， 它 的 优点 是 能 够 给 出 正确 的 解 的 解析 结构 用 来 
进行 物理 问题 的 定性 的 和 近似 定量 的 讨论 ， 这 种 优点 是 数值 解 所 达 
不 到 的 ， 摄 动 方法 的 主要 思想 是 把 一 个 困难 的 问题 分 解 为 无 数 个 比 
较 容易 的 问题 , 它 的 特点 在 于 头 几 项 (往往 是 头 一 、 二 项 ) 就 能 揭示 
解 的 重要 特征 而 以 后 的 步骤 只 给 出 很 小 的 修正 ， 因 此 奇异 摄 动 理论 
受到 学 术 界 的 重视 ， 逐 步 形 成 了 较 完 整 的 理论 . 它 的 应 用 范围 越 来 
越 广 ， 已 经 应 用 于 各 个 学 科 ， 而 且 成 为 解 非 线性 问题 的 最 有 效 的 解 

析 方 法 . 
术语 “ 摄 动 ” 来自 天 体力 学 ， 指 的 是 某 一 天 体 受 到 一 些 未 知 天 
体 的 作用 , 其 实际 规 道 产生 了 与 计算 规 道 的 误差 . 海王星、 REEK 
发 现 就 是 摄 动 理论 的 杰作 ， 作 为 有 效 的 数学 方法 ， 摄 动 法 有 其 悠久 
的 历史 。 1847 年 Stokes 在 解 非 线性 水 波 问题 时 就 使 用 了 变形 参数 
法 ， 此 后 摄 动 理论 在 发 展 中 逐步 形成 ， 二 次 世界 大 战 以 来 ， 力 学 的 
分 析 方 法 在 广义 变 分 原理 和 奇异 摄 动 理论 方面 有 重要 的 发 展 ， 与 计 
算 机 相配 合 广义 变 分 原理 为 有 限 元 法 提供 了 广阔 的 工作 园地 ， 而 报 
动 理论 为 力学 由 线性 区 域 进入 非 线性 区 域 提供 了 必需 的 有 效 手段 
我 国力 学 界 对 于 奇异 摄 动 理论 的 发 展 有 着 开创 性 的 贡献 ， 钱 伟 
长 (W.Z. Chien) 在 1948 年 解 圆 板 大 挠 度 问 题 时 开创 了 现在 称 为 合 
成 展开 法 的 重要 方法 ， 得 到 了 很 好 的 结果 ， 郭 永 怀 (YH. Kuo) 在 
1953 年 把 Poincaré -Lighthill 方法 推广 应 用 于 平板 边界 宕 的 粘性 流 
动 问题 . 钱学森 (HS. Tsien) 在 1956 年 深入 阐述 了 这 个 方法 的 重要 
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性 并 称 它 为 PLK 方法 . M38 (C.C. Lin) F 1954 年 对 双 曲 型 微分 
方程 问题 提出 了 通常 称 为 解析 特征 线 法 的 理论 ， 为 研究 非 线性 波 的 
问题 提供 了 一 个 新 的 有 效 的 途径 . 国内 还 有 很 多 学 者 在 这 方面 做 了 
很 多 工作 ， 这 里 不 能 一 一 列举 了 . 

近年 来 ， 摄 动 法 的 著作 相当 多 ， 有 的 偏重 数学 理论 ， 有 的 偏重 
实际 应 用 ， 而 在 数学 上 不 甚 严 第 本章 采 用 后 一 种 方式 ， 介 绍 各 种 
方法 ， 叙 述 各 种 原理 ， 并 且 通 过 一 系列 有 物理 背景 的 实例 的 分 析 ， 
使 读者 掌握 有 关 方 法 和 要 旨 ， 用 来 解决 各 自 的 实际 问题 . 


T1 正则 摄 动 和 奇异 摄 动 


摄 动 理 论 是 研究 求解 含 小 参数 的 问题 的 近似 解 的 理论 设 合 小 
参数 的 微分 方程 为 


p. Lju(z,e]-— f(r,), x£= (z1, £2, £m) ER (71.1) 
| B.j[uz,e]-—w;(me), j=1,2, ,k,-cec00 (7.1.2) 


其 中 L. 为 含 小 参数 < 的 微分 算 子 ， Be; 为 定义 在 边界 上 的 微分 算 
T. 问题 P. 的 求解 步骤 大 致 为 
1. 选取 渐 近 序列 {in(e)}, 即 选 取 满 足 条 件 
a) lim én(e) =0, b) lim = 0 (n = 1,2,...) (7.1.3) 
的 函数 序列 ， {e"} 是 最 常用 的 渐 近 序列 . 
2. 把 解 按 渐 近 序 列 展 开 


N 
u(z,e) = uo(z) + Y ôn(e)un(z) + ZN(zie) (7.1.4) 
n=l 
代入 原来 的 问题 (7.1.1) 38 (7.1.2), 比较 dale) 的 系数 ， 得 出 各 阶 的 
递 推 方程 和 边界 条 件 并 求解 之 ， 


Lo(u) 一 Hi|uo, u1, -12] (7.1.5) 
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Bo;(u)) = j[uo u mium] -— (7.1.6) 

其 中 uo 是 退化 问题 (e = 0) 的 解 
Lo(uo) = f(2,0) , ren (7.1.7) 
Boj(w) = Vj(zo) , j=1,2,..,k, ze 80 (7.1.8) 


3. 估计 余 项 Za (e) 


Zp (z,e) = Ola) - (7-1.9) 
则 记 
u(r,e) ~ ug(x) + > 6n(E jun(7) (7.1.10) 
n=] 


Mr WEE RR CRI ELE. EAR, dE 如 (e) = e, ME 
25 eun 为 解 的 渐 近 宕 级 数 . 如 果 (7.1.9) 对 z € 0 一 致 地 成 立 , 风 
(7.1.10) 是 问题 P 的 一 致 有 效 渐 近 展开 式 . 由 上 面 的 定义 可 知 ， 著 
级 数 (7.1.10) 收敛 ， 那 么 它 总 是 渐 近 解 ， 但 是 渐 近 展开 式 却 可 能 是 
发 散 的 ， 幸 运 的 是 ， 对 足够 小 的 e 我 们 只 须 求 渐 近 展开 的 头 几 项 就 
可 以 了 ， 而 不 必 去 求 无 穷 级 数 的 和 . 
在 实际 问题 中 估计 余 项 较为 困难 ， 可 用 下 述 方法 判别 一 致 有 效 
性 
ós c 1(6)un di (T) = olós(&)us (x) (7.1.11) 
或 等 价 地 | 
Un4i(z)/un(r) «oo TERN (7.1.12) 


物理 实际 问题 中 往往 把 得 到 的 解 与 实验 结果 、 数 值 结果 等 作 比 
较 ， 以 鉴别 判断 渐 近 展开 的 有 效 性 . 
如 果 用 上 述 步骤 可 以 得 到 摄 动 问题 pe EKR 2 中 一 致 有 效 的 
解 ， 则 称 p. 是 区 域 中 的 正则 摄 动 问题 ， 否 则 称 为 奇异 摄 动 问题 . 
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正则 摄 动 问题 的 解 可 以 用 c 的 得 级 数 表示 ， 且 摄 动 级 数 (7.1.10) 有 
非 零 的 收敛 半径 ， 当 。 0 时 ， 正 则 摄 动 问题 的 解 光滑 地 趋 于 退化 
问题 的 解 或 零 阶 解 ( 摄 动 级 数 的 主 项 )， 但 对 奇异 摄 动 问题 来 说 ， 摄 
动 级 数 或 者 收敛 半径 为 零 或 者 不 是 军 级 数 (例如 有 对 数 项 存在 ). 在 
有 些 奇异 摄 动 问题 如 边界 层 问 题 中 ， 退 化 问题 的 解 不 存在 ， 所 以 处 
理 这 类 问题 时 应 该 区 分 退化 问题 的 解 和 零 阶 解 ， 前 者 可 以 不 存在 ， 
而 后 者 作为 摄 动 级 数 的 主 项 是 永远 存在 的 ， 有 些 奇异 摄 动 问题 的 退 
化 问题 的 解 虽然 存在 ， 但 其 高 阶 项 可 能 出 现 奇 性 ， 多 数 是 在 无 穷 域 
处 出 现 无 穷 大 的 值 ， 称 为 长 期 项 . 

有 些 问 题 表面 上 没有 小 参数 ， 需 要 我 们 引入 小 参数 ， 把 原 问 题 
”化 为 摄 动 问题 . 引入 小 参数 的 方法 很 多 ， 最 好 是 这 样 引 入 小 参数 ， 
使 得 零 阶 解 能 用 解析 式 表示 .一 般 的 说 ， 解 析 的 零 阶 解 的 存在 保证 
了 高 阶 项 也 可 用 解析 式 表示 ， 这 可 使 问题 的 解 大 大 简化 . 

下 面 我 们 举 三 个 例子 说 明正 则 摄 动 问题 的 解法 . 

[Bi 7.1.1] R$ | 


z? — 4.001z + 0.002 = 0 | (7.1.13) 


的 根 的 近似 值 ， | 
这 个 问题 没有 小 参数 6, 须要 我 们 自己 引入 . 对 于 本 例 来 说 这 并 
不 难 . 我 们 引入 方程 
zr? — (4+ e)z +22 = 0 (7.1.14) 


4 e= 0.001 Rf, (7.1.14) 就 是 (7.1.13)， 
我 们 求 (7.1.14) 的 近似 解 ， 设 (7.1.14) 的 解 为 


T= M enan | (7.1.15) 
n=0 

”代入 (7.1.14) 可 得 ao 满足 的 方程 

| | | az 一 4a0 一 0 
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可 得 oo 的 三 个 根 ao = —2,0,2. 这 是 摄 动 级 数 的 零 阶 解 也 是 退化 问 
BM RR. | | 
把 准确 到 二 阶 近似 的 第 一 个 根 写 为 


2Z1 一 一 2 十 ale 十 aze + O(e?) 
代入 (7.1.14) B c 的 赛 次 排列 可 得 
(8a1 + 4)e + (Baz — a, — 6a2)e? = O(e?) 


因为 e 是 任意 的 ， 所 以 上 式 中 < 49 — ROC AOIDDDU A. T 
是 得 到 一 组 求解 a1,a2,.… 的 递 推 方程 
el: 8al+4=0 
2 


€^: Baz -— a -— 6a? —0 


等 等 ， 这 些 方程 的 解 为 a1 =z, = boo.ci 的 摄 动 展开 为 


d 1 
ZI1 一 一 2 一 5 十 ee 


在 上 式 中 令 e= 0.001, 即 得 (7.1.13) 的 近似 解 ， 从 上 式 求 得 的 zi 的 
准确 度 很 高 ， 其 误差 小 于 107. 至 此 ， 我 们 完全 体会 到 (7.1.14) 的 
优越 性 ， 用 它 来 求 近似 根 既 快 又 准确 . 

同 理 可 求 得 


B 1 l > 3 
z2 一 0 十 7 zE 4- O(e") 


r3 二 2+0.e+0.e 4 O(e?) 


因为 z = 2 对 所 有 的 < 都 是 (7.1.14) 的 精确 解 ， 所 以 zs 的 摄 动 级 数 
中 2 以 后 各 项 的 系数 都 为 零 ， 这 些 摄 动 级 数 对 于 |e| < 1 都 收敛 ， 
[ 例 7.12] 试 求 初 值 问 题 的 近似 解 
y=eflr)y, yO0)=1, y(0)=1 (7.1.16) 


其 中 f(x) ER. 
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iy 的 摄 动 展开 为 
"E Y ew 
其 相应 的 边 条 件 为 
NO =1, y(0)=1 
yn(0) =0,  w,(0-0 (n21) 
退化 问题 的 解 为 yo — 1c xz, K n 阶 问题 由 下 列 方程 决定 
yn = Wil(r). yn(0) =%(0) =0 (7.1.17) 


一 般 来 说 ， 已 知 对 应 的 齐 次 方程 的 解 ， 其 非 齐 次 方程 总 可 以 用 参数 
变易 法 求解 ， 所 以 退化 问题 可 解 ， 可 以 大 大 简化 问题 的 解 . 
(7.1.17) 的 解 可 写 为 


£ t 


m= fa tf dsf(s)yn-1(s), n21 


0 0 


所 以 


y(r)- 1 十 2 十 6 
此 级 数 第 N 项 有 界 ， 其 绝对 值 不 大 于 e" 2?" KP (1 [xD/(2N)!, 其 


F K & f(t) 在 0<t<|z| 中 的 上 界 ， 因 此 ， 级 数 (7.1.18) 对 所 有 > 
收敛 


尽管 摄 动 问题 中 c« 1, 但 本 题 对 < = 1 也 成 立 ， 且 当 zK 较 
小 时 ， 摄 动 级 数 收 敛 很 快 ， 只 要 取 前 几 项 即 可 ， 因 而 可 用 来 求 


fafaa s)f(s) 
0 0 (7.1.18) 
| 


ds f dv [ eof (u) + 
0 


y'-f(i)y, w0)-1, y(0-1 — (71149) 
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的 近似 解 ， 而 该 方程 只 对 特殊 的 f(x) 才 有 封闭 形式 的 解 ，. 
TUE (7.1.19) 中 的 f(z) 在 x — 0 附近 可 展开 为 Taylor 级 数 
f(z) = X faz", 那么 方程 (1.1.19). 的 解 也 可 用 级 数 解 


y(x) = y a, z^ ;, ao=al 一 1 (7.1.20) 


表示 ， 代 入 (7.1.19) 可 决定 an. (7.1.20) 的 收敛 半径 可 与 f(x) 的 
Taylor 级 数 的 收敛 半径 一 样 大 ， 但 摄 动 级 数 (7.1.18) 的 收敛 半径 是 
x 的 所 有 值 ， 即 使 f(x) 根本 没有 Taylor 级 数 展开 ， (7.1.18) 也 一 
REX, BREL (7.1.18) 式 的 好 处 是 显然 的 . 
[ 例 7.1.3 ] 试 求 不 可 压缩 流体 绕 近 似 圆 截面 柱 体 的 流动 . 
设 柱 截面 周 线 工 的 方程 为 > = a(1— esin?0), 以 a 为 特征 长 
度 ，U 为 特征 速度 进行 无 量 纲 化 ， 无 量 纲 的 流 函数 o 满足 


0 10 1# 
Aq) = (az 十 一 pp 十 五 E h= 0 (7.1.21) 
vlr —0, D: p= =1-esin?0 (7.1.22) 
V —psin8-Fo(1), p- oo (1.1.23) 


这 里 小 参数 e 并 不 出 现在 方程 中 而 是 出 现在 边界 条 件 中 . 通常 的 做 
法 是 把 解 展 开 为 摄 动 级 数 


V = volp, 0) + e1(o,0) +- 
把 边界 条 件 在 < = 0 处 展开 
wl—esin’0,0)= wo(l—esin? 6,0)+ew (1 —esin? 0,0)+.…. 
= wo(1,0) + e[1(1,8) — sin? Owpop(1,0)]+.……=0 — (7.1.24) 
因为 < 是 任意 的 ， 所 以 有 | 
Vo(1,8) = 
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1 (1,0) = sin? wo0p(1,0) 


退化 问题 为 


Abg —0 ; p21 
wol1,0) = 0: (7.1.25) 
Yo =psinĝf , p— oo 
其 解 为 EE 
Vo = (o - -) sinô . 
V, 满足 如 下 方程 
Av, = 0. 
V; (1, 0) = sin? 6yo, (1,0) = 2 sin? 0 (7.1.26) 
Vi = (00,0) — 0 
利用 分 离 变量 法 可 得 
| 1/3sing  sin30 
w=3( m) 
所 以 
a0 3asinð  a?sin30 
p = U(r- -) sin -- al -2 DET) *o(e) (7.1.27) 
类 似 地 可 求 得 二 阶 以 上 各 项 
Wn(p,0) = y^ Adip e sin(2i 十 1)0 (n21) (7.1.28) 
i=0 
当 p>1 时 
Un 1/ Vn « oo 


所 得 到 的 解 是 一 致 有 效 的 ， 在 。 < 1 时 级 数 收 化 

这 里 的 三 个 例子 的 解 都 可 以 表示 为 。 HRAM, HBE- EN 
转 内 收敛， 是 一 致 有 效 的 ， 所 以 这 三 个 例子 都 是 正则 摄 动 问题 
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王 面 我 们 给 出 几 个 奇异 摄 动 的 例子 ， 
o [$17.14] 试 求 边 值 问 题 


cy ky y-0, w0)-a, y(1)=b (aie) (7.20) 
的 解 EMO 
RITAR EEA ENH f] RR 的 办 法 来 求解 ， Hys > eyn, 
代入 方程 (7.1.29) 可 得 退化 问题 


yo y —0, yo(0)=a, wo(l)=b (7.1.30) 


因为 一 阶 微分 方程 不 可 能 有 二 个 边界 条 件 ， 所 以 (7.1.30) 无 解 ， 不 
仅 退 化 问题 无 解 ,高 阶 问题 也 一 样 无 解 . 如 果 我 们 让 方程 (7.1.30) 满 
足 z=1 处 的 条 件 ， 可 得 i 


yo = bel^* i (7.1.31) 


但 该 解 不 满足 z =0 处 的 条 件 . 
事实 上 ， 方 程 (7.1.29) 有 精确 解 ， 其 解 为 


.. (aef? — b)e*1* + (b — ae'1)e*27 


e52 一 g?1 (7.1.32) 
1 
sı = > (~i + vl- 4e) = -lete . 0. 
. 2€ | | 
$3-7;(-1-vi-4)- —tltet- DEM 
B m | MEE 
， be 一， r0 0 007 
lim y = 0 (7.1.34) 
r Bug a, qo i 


| HE 711 MHT a=0,b=1,e= 0.1 1 0.01 时 精确 角 (7.1.32) 
的 曲线 .由 图 可 知 ,该 曲线 在 z = 0 附近 O(e) 的 薄野 外 变化 平缓 ， 
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精确 解 与 零 阶 解 (7.1.31) 基本 符合 ， 但 在 该 薄 层 内 函数 变化 剧烈 ， 
迅速 由 0 变化 到 e 附近 ， 在 这 一 薄 层 中 ey" 与 y 相 比 已 经 不 是 小 
量 ， 不 能 忽略 ， 有 通常 拒 这 一 函数 变化 很 快 的 菏 层 称 作 边界 层 ， 流体 
力学 中 粘性 流体 绕 流 物 面 时 的 边界 层 、 固 体力 学 中 四 周 固定 支承 的 
板 壳 的 边缘 层 、 大 气 与 地 在 (或 海面 ) 的 界面 屋 、 剖 击 波 、 温 跃 层 等 
等 都 是 这 种 边界 层 . 


0.5 1 


7.1.1 Jj 8 (7.1.29) 的 精确 解 (a = 0,6 = 1) 


当 小 参数 乘 在 方程 的 最 高 阶 导数 项 时 ， 由 于 退化 问题 使 方程 降 
阶 ， 导 致 原来 适 定 的 边界 条 件 变 为 不 适 定 ， 从 而 产生 边界 层 ， 当 小 
参数 乘 在 代数 方程 的 最 高 次 方 项 时 ， 其 退化 问题 会 导致 代数 方程 的 
根 的 丢失 ， 使 解 的 性 质 发 生 突变 ， 这 类 问题 也 是 奇异 摄 动 问题 ， 当 
小 参 教 乘 在 偏 微分 方程 的 最 高 阶 偏 导 数 项 时 ， 其 退化 问题 可 以 发 生 
偏 微 分 方程 的 类 型 变化 或 降 阶 ， 也 会 产生 边界 层 ， 例 如 椭圆 型 方程 
的 Dirichlet 问题 


Prr + EPyy — Py =, O<T, yXl 
p(0, y) = a(y) ， p(z,0) = b(z) 
e(1, y) = cly) , p(z,1) = d(z) 


其 退化 问题 为 
Pre — Py — 0 

这 是 一 个 抛物 型 方程 ， 一 般 不 能 满足 所 列 的 四 个 边界 条 件 ， 因 此 退 
化 问题 无 解 ， 事实 上 该 方 程 在 y = 1 处 有 一 个 边界 层 . 

某 些 情况 下 ， 尽 管 小 参数 没有 乘 在 最 高 阶 导 数 前 ， 但 若 自 变量 
的 区 间 与 <。 有 关 ， 即 所 谓 奇异 边界 问题 ， 也 是 奇异 摄 动 问题 . 

下 面 我 们 将 给 出 另 一 类 奇异 摄 动 问题 的 例子 . 

[ 例 7.1.5 ] ” 试 求 下 述 线性 振动 问题 的 渐 近 解 


y'-(üu*sy-0, y(0-0, y(0-1 (7.1.35) 


按照 正则 摄 动 的 求解 方法 ， 设 


y I ` E Yn (7.1.36) 
. n=0 
(7.1.35) 的 退化 问题 为 
y +y=0, yo(0)=0, y(021 (7.1.37) 
其 解 为 | 
yo — sint (7.1.38) 
一 阶 解 yi 满足 
yı +y =-sint, (0)=0, (0)=0 (7.1.39) 
其 解 为 d 
Yi = 了 cost — sin Ł) (7.1.40) 
所 以 
y = sint + zeli cost — sint) + O(£°) (7.1.41) 


pt oo BI, bx £cost 这 一 项 使 yi/yo — oo, 导致 了 一 致 有 效 性 
准则 (7.1.12) 被 破坏 . 这 种 项 称 为 长 期 项 . 车 继续 求 高 阶 项 时 还 会 
出 现 守 的 寡 次 更 高 的 项 ， 这 是 另 一 类 奇异 摄 动 问题 ， 
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AE (7.1.35) 有 精确 解 
1 


| y= gpi te) i (7.1.42) 
其 振动 频率 为 | 
Vi+e=1+ - + O(e) ^ (7.143) 


由 (7.1.35) 的 精确 解 (7.1.42) 可 知 ， 精 确 解 没有 奇 性 ,物理 问题 本 身 
没有 奇 性 . 所 以 , DERE (7.1.41) 中 的 奇 性 是 不 合理 的 . 事实 上 , 由 
(7.1.43) 知 ， 精 确 解 的 周期 已 不 是 2r, 而 是 < 的 函数 ， 也 就 是 说 ， 
微小 的 恢复 力 ey 引起 了 振动 周期 的 变化 ， 而 我 们 在 正则 摄 动 展开 
中 ， 每 一 阶 的 解 的 周期 仍然 是 27, 即 正 则 摄 动 方法 仍然 在 寻求 周期 
为 2r 的 解 ， 这 当然 会 引发 共振 ， 导 致 长 期 项 的 产生 ， | 

问题 (7.1.35) 是 否 是 奇异 摄 动 问题 还 与 自 变量 的 区 间 有 关 .， 当 
€ 二 0 时 , 在 0<t < co 内， 人 tcost 不 是 一 致 地 趋向 于 零 ， 所 以 问题 
(7.1.35) 是 奇异 摄 动 问题 . 但 在 任 一 有 限 区 间 0<t<T P, 2346 一 0 
m, letcost 一 致 收敛 于 零 ， 那 么 问题 (7.1.35) 又 是 正则 摄 动 问题 
了 . 

奇异 摄 动 问题 主要 分 为 两 类 .一 类 与 例 7.1.4 相似 ， 其 退化 问 
题 无 解 ， 问 题 中 包含 有 函数 变化 很 快 的 边界 层 ， 须 要 由 边界 层 理论 
来 处 理 ， 称 为 边界 层 型 奇异 摄 动 问题 ， 另 一 类 与 例 7.1.5 相似 ， 其 退 
化 问题 有 解 ， 但 在 高 阶 近似 中 出 现 长 期 项 ， 产 生 非 一 致 的 奇 性 ， 须 
用 PLK 方法 ， 平 均 法 或 多 重 尺度 法 等 方法 求解 ， 称 作 长 期 项 型 奇 
异 摄 动 问题 .对 于 最 高 阶 导 数 项 乘 以 小 参数 的 线性 微分 方程 来 说 ， 
WKB 理论 是 一 种 强 有 力 的 工具 ， 转 向 点 问题 也 是 奇异 摄 动 的 一 个 
方面 .因为 本 书 第 五 章 已 有 专门 叙述 . 这 里 不 再 涉及 . 


72 PLK 方法 
“一 由 例 7.1.5 可 知 ， 若 按 一 般 正 则 摄 动 问题 的 解法 去 解 某 些 常 微 


分 方程 的 初 值 问题 会 出 现 长 期 项 ， 而 且 这 种 长 期 项 不 是 物理 问题 固 
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有 的 而 是 人 为 的 ， 是 由 于 假设 的 解 不 合理 而 引起 的 ， 处 理 这 种 长 其 
项 型 的 奇异 摄 动 问题 的 核心 就 是 引进 各 种 技巧 以 消去 长 期 项 ， 求 得 
一 致 有 效 的 渐 近 解 ， 本 节 我 们 介绍 PLK 方法 (又 称 坐 标 变形 法 ), 其 
它 的 方法 如 平均 法 、 多 重 尺 度 法 等 将 在 后 面 几 节 陆续 加 以 介绍 . 
例 7.1.5 告诉 我 们 ， 在 非 线 性 问题 中 周期 或 频率 一 般 与 振幅 有 
关 而 不 再 是 一 个 常数 .由 此 可 以 想到 在 对 函数 作 渐 近 展 开 的 同时 ， 
对 频率 、 波 数 、 波 速 、 特 征 值 等 参数 或 者 坐标 、 时 间 等 自 变 量 中 的 某 
一 个 (或 几 个 ) 也 应 作 摄 动 展开 ， 用 消去 长 期 项 来 确定 自 变量 的 摄 
动 展 开 式 ， 从 而 得 到 问题 的 一 致 有 效 解 . 这 就 是 PLK 方法 的 基本 思 
4B. 因为 在 这 种 方法 中 自 变量 也 要 作 伸缩 变换 ， 所 以 PLK 方法 也 叫 
变形 坐标 法 . 
1882 年 天 文学 家 Lindstedt 在 求解 pu 二 &€f(u,u^) 时 首先 
应 用 了 这 种 技巧 . 1892 年 Poincaré 证 明了 Lindstedt 得 到 的 展开 
式 是 渐 近 的 . 这 就 是 PLK 方法 的 雏形 LP 方法 . 事实 上 这 种 方法 的 
应 用 可 以 追溯 到 更 早 。 1847 年 Stokes 在 研究 被 后 人 称 作为 Stokes 
波 的 非 线性 水 波 传播 问题 时 就 已 经 应 用 了 这 种 方法 LP 方法 有 局 
限 性 , 它 对 于 消除 某 些 问题 中 高 阶 近似 的 奇异 性 无 能 为 力 ， 1949 年 
Lighthill 引进 了 自 变量 的 非 线 性 变换 ， 用 高 阶 解 的 奇 性 并 不 比 一 阶 
解 的 奇 性 更 强 的 原则 ， 得 到 了 一 系列 空气 动力 学 问题 的 一 致 有 效 渐 
近 解 。 1953 年 郭 永 怀 (Y.H. Kuo) 把 这 种 方法 应 用 到 大 Reynolds 
数 粘性 流动 ,与 边界 层 方法 相 结合 , 得 到 了 一 致 有 效 的 流 场 . 所 以 钱 
学 森 (H.S. Tsien) 于 1956 年 在 一 篇 综述 文章 中 把 该 方法 叫 作 PLK 
方法 . 
我 们 以 Duffing 方程 为 例 来 说 明 LP 方法 . 
[507.21] Ak Duffing 方程 | 
y'-Fy-syf-—0, y(0O-ago, y(0-0 (721) 
的 渐 近 解 . 
首先 把 函数 作 渐 近 展开 
y= Y eyn | | (7.2.2) 


n=l 
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由 于 非 线 性 振动 的 频率 是 振幅 和 小 参数 的 函数 ， 所 以 我 们 对 频率 作 
展开 如 下 : 


v (ao, e) = wo 十 Ew] (ag) 十 e^wo (ao) TE 


其 中 wo = 1 为 退化 问题 的 频率 ,这 相当 于 对 时 间 自 变量 作 如 下 的 线 
性 变换 : 


r = wt = [1 + ewi (ao) + ew2(a0) +- Jt (7.2.3) 


于 是 方程 及 初 条 件 (7.2.1) 变 为 


l 十 ecwl + Eewo 十 …. +y +ey?=0 
l ) dr? (7.2.4) 


` dy 
w0)- a, Troc 


把 (7.2.2) 代入 (7.2.4), 按 = BOREUCHEPI, A EHEN ER A IU 


始 条 件 
d^y dyo 
L) € y -A -yo-0, w(0)- a, pr 0 (7.2.5) 
d^yo dyi 
j — 
L(y) = 一 Vo 一 du à ; Ji (0) —0, "dr Lco 一 0 (1.2.6) 
d^y d? 
L(y) = —3y59i ~ 2wl a - (w? 十 202) 1-3 A 
y2(0) — 0 d o (7.2.7) 
^ dr T=0 
零 阶 量 的 解 为 
Yo = acos T (7.2.8) 
代入 (7.2.6), 得 到 | 
3 2 l 3 
L(yi) = (2w 一 720) cosT — zag cos 3T (7.2.9) 
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对 应 于 上 式 右 端 第 一 项 的 特 解 为 rsin T, 它 是 长 期 项 , 是 不 合理 的 ， 
必须 消去 ， 令 上 式 cosr 的 系数 为 零 ， 可 得 


8 ， 

因此 ， (7.2.9) 的 解 为 

| yi = z; "d (cos 3T — cos T) (7.2.11) 
把 (7.2.8), (7.2.10) 和 (7.2.11) RA (7.2.7) 可 得 yo 的 方程 

L(y) = (sad + 2u9)ao cos T 十 Sai cos3T 一 ad cos 5T 
要 使 yo 不 含 长 期 项 ， 须 令 上 式 右 端 第 一 项 的 系数 为 零 ， 于 是 

一 2] 
Q72 m^ 


y2 = añ (cos 57 — 24cos 3r + 23 cos T) 


ion 
综 上 所 述 ， Duffing 方程 的 渐 近 解 为 


£2 


y = ao COST 十 T aš (cos 37 — COS T) 十 -oz (cos oT 
—24 cos 3T + 23 cos T) + O(e 3) (7.2.12) 
其 中 3 > 
T=wt= [1+ 3500 — 2565 aq + O(e?)]t . (7.243) 


LP 方法 是 先 对 自 变量 作 变 换 ， 把 问题 变换 为 新 的 自 变 量 的 微 
分 方程 ， 然 后 在 各 阶 解 中 消去 长 期 项 ， 确 定 变换 函数 而 得 到 一 致 有 
效 解 ， 也 可 以 改变 次 序 ， 先 按 正 则 摄 动 的 办 法 求 得 问题 的 非 一 致 有 
效 解 ， 然 后 把 目 变 量变 换代 入 非 一 臻 有 效 解 中 ， 在 自 变 量 的 未 扰动 
量 附 近 对 解 作 展 开 ， 通 过 消除 长 期 项 或 奇异 性 条 件 以 确定 各 阶 变形 
函数 ， 这 种 做 法 叫 重 整 化 方法 ， 我 们 仍 以 Duffng 方程 (7.2.1) 为 例 
加 以 说 明 . 


不 难得 到 (7.2.1) 的 正则 摄 动 解 
y = ao cost + coj[ 一 tsint 十 Z (cos 3t ~ cost)] + O(e*) (7.2.14) 
上 式 的 第 二 项 为 长 期 项 ， 为 消去 该 项 ， 我 们 令 
T=wt= (1+ew +e sw +...)t (7.2.15) 


把 (7.2.15) 代入 (7.2.14), 把 cost Æ t = 附近 按 小 参数 。 fe Taylor 
展开 ， 得 到 


3 1 
= ag cos T + e[ao(w1 一 320)7 sinT 十 35 ^0 (cos 3r — cosr)] + O(c?) 


为 消除 上 式 中 的 长 期 项 rsin r, 必须 


w, = ad 
从 而 解 得 
Yy = ao cos T + ead (cos 3r — cos T) + O(e?) (7.2.16) 
T — (l4 exabt + O(e?) (7.2.17) 


准确 到 O(e) Wr, (7.2.16), (7.2.17) 5j (7.2.12), (7.2.13) —&. 
Lighthill 推广 了 LP 方法 ， 他 引进 了 如 下 展开 


y= Y E" ys (£22, EN) | (7.2.18) . 
n=0 
mEt E inle en) 0 239 
mzi 


其 中 &m 为 坐标 变形 函数 ， 一 般 是 的 非 线性 函数 ， 在 求解 过 程 中 
由 消除 高 阶 项 的 强 奇 性 要 求 确定 ， 显然 ，LP 方法 是 Lighthill 方法 
的 特例 .在 某 些 较 复杂 的 问题 中 ， 进 行 变形 的 坐标 可 以 有 好 几 个 . 
Lighthill 是 通过 考虑 方程 


(s ey) E +ga) = rz) 
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来 引进 这 个 方法 的 .对 六 9 加 以 某 些 不 是 很 严格 的 限制 之 后 ， 解 的 
收敛 性 已 被 证 明 . 下 面 我 们 用 一 个 模型 方程 来 说 明 Lighthill 方法 . 
[ 例 7.2.2] 试 求 下 述 方程 的 渐 近 解 


| d 
(ete yl, yQ)-2 ——— (0230) 


在 解 该 问题 之 前 先 看 一 下 (7.2.20) 的 直接 摄 动 展开 解 


itcr c2) t 32) " ; (14- z)(1— z)(1-4-3z) n 


y~ 2g? 275 


(7.2.21) 
(7.2.21) SX, Hz — O0 RT, IR SCETSELT AE, 所 以 展开 式 在 + 二 0 
是 非 一 致 有 效 的 . (7.2.20) 的 精确 解 为 


l-c-zr 
y = (cr 十 2 一 一 一 十 4 一 z (7.2.22) 


它 在 2=0 处 为 有 限 ， HIE (72.20) 沿 直线 r+ ey=0 有 奇 性 ， 而 
线性 化 的 退化 问题 将 奇 性 移 到 了 z = 0， 在 高 阶 近似 中 这 种 奇 性 不 
但 没有 被 矫正 ， 反 而 增强 了 .下 面 我 们 用 Lighthill 方法 求解 . 
设 
一 >》 cnyn 人 6) | (7.2.23) 
Z 一 上 十 EC1CE 十 … =E Y e vn (7.2.24) 
代入 方程 (7.2.20), 并 令 < WEEN 
(Evo) = 1 | | (72.25) 
(£y) = yo(é71 — 2i - yo) = [21(1 7 yo) - T (7.2.26) 


其 中 ' 号 记 作对 & 的 导数 . 下 面 导出 边界 条 件 . 我 们 记 对 应 于 zx = 1 
的 & 值 为 &,& 是 方程 


E=1- V. erzrn(é) (7.2.27) 


m=ł 
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BIB. 在 上 = 1 处 进行 Taylor 展开 ， 把 上 式 按 s 的 寡 次 排列 可 得 
上 =1-ezi)-eza() ^ zi(1)2,(1)] -e (7.2.28) 
所 以 边界 条 件 yl, = 2 变 为 


2 = vlem + a. {~ezi(1) - e"[e2(1) ~ m (2)21()] + } 


(-eni(1) - 20) — (021 0)] Y + 
< 一 1 


.三 yole=1 十 elyi 一 ziyollg- T e^ (y 一 yiTi 一 yo(2o 一 2,21) 


tn 2 
+ 3 EU + (2.2.29) 


令 上 式 两 边 e 的 同 次 宕 相等 可 分 别 得 到 各 阶 的 边界 条 件 . 相对 来 说 边 
界 条 件 是 比较 复杂 . 不 过 在 通常 情况 下 我 们 总 是 希望 把 边界 点 z = 1 
变 为 € 二 1, 这 样 ru(1) = 0, 边界 条 件 (7.2.29) 就 变 得 简单 多 了 . 
| (7.2.25) 满足 边界 条 件 (7.2.29) 的 解 为 

ET: 

£ 

于 是 关于 y 的 方程 (7.2.26) 就 变 为 

1+2€ zi1(é) 
28 TE 


按照 yi 的 奇 性 不 比 yo 强 的 要 求 ， 最 简单 的 办 法 是 让 (7.2.31) 的 右 
端 为 零 ， 即 


yo — (7.2.30) 


(En) = 一 | | (7.2.31) 


1-2 71 
tE © 
聪明 的 读者 也 许 已 经 看 出 这 种 选择 不 是 唯一 的 ， 因 为 (7.2.32) RA 
边 的 常数 不 是 唯一 的 ， 可 用 E 的 任何 正则 函数 代替 ， 由 此 得 到 的 yi 
奇 性 都 不 比 vo S. 所 以 如 何 选择 变形 不 是 唯一 的 ， 而 是 悬而未决 
的 .这 是 Lighthil 方法 的 特点 .， 
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= const (7.2.32) 


若 选择 (7.2.32) 式 右边 的 常数 为 零 ， 可 得 一 致 有 效 的 一 阶 近似 


= 1+8 | ole) | 
(7.2.33) 
iR +0 
消去 可 得 
_ hr.\2 ltr tT 
y 一 (7) c2—— +1— -~ (7.2.34) . 


若 选择 (7.2.32) 式 右边 的 常数 为 3/2, W x = 1 对 应 于 二 1, 一 阶 
的 一 致 有 效 近似 为 


-1+8 | oe) 


38 26-1 (7.2.35) 
2E + O(e*) 


消去 & 即 得 本 问题 的 精确 解 (7.2.22). 由 此 可 见 ， 在 奇异 摄 动 中 ， 报 
动 展开 的 项 数 越 多 不 一 定 是 越 精 确 ， 要 选择 最 佳 的 截断 项 数 .， 一般 
只 取 前 面 几 项 就 可 以 了 . | 

在 z= 0 处 形式 的 直接 展开 式 (7.2.21) 发 散 ， 而 一 种 渐 近 展 
开 的 结果 (7.2.35) 即 为 精确 解 ， 在 z = 0 处 的 值 为 (二 十 4)12; 另 一 
种 渐 近 展开 (7.2.34) 在 > = 0 处 的 值 为 (2 + 1) 7, 两 者 之 差 与 首 项 
相 比 为 O(e) ER. 

对 某 些 较 复 杂 的 问题 往往 要 联合 应 用 上 面 的 几 种 方法 .林家 区 
与 Fox 利用 特征 坐标 进行 摄 动 展开 , 并 结合 重 整 化 方法 , 简化 了 一 些 
问题 的 求解 ， 下 面 以 偏 微分 方程 的 Cauchy 问题 为 例 来 加 以 说 明 ， 

| 例 7.2.3 ] 试 求 下 述 问题 的 渐 近 解 


T=£+e 


Utt — Urr = EUzUrr , Uu(r,0)-—2f(r),u(r,00-—0 (7.2.36) 


引进 特征 坐标 
5 一 7 一 上 ，  n-rctt (7.2.37) 
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(7.2.36) 化 为 


—4ugs = &(ur + Un) (ugg + 2ug, + Unn) 


(7.2.38) 
ul€,€) —2/(), — w(6) = unl, £) 
容易 求 得 (7.2.36) 的 正则 摄 动 解 为 
u= fE + AO) e (5 (€ — MFE- (€ f^) 
HO- fot -A+ Ole?) (7.2.39) 


上 式 的 一 阶 项 中 出 现 了 长 期 项 . 现在 用 重 整 化 方法 对 (7.2.39) 进行 
重新 整理 ， 对 特征 线 坐 标 进行 摄 动 展开 


£-r-e&(rs)--O(e?) ，9=s+entrs) 二 O(e2) (7.2.40) 


把 上 式 代 入 (7.2.39) 并 对 首 项 f(E), jn) DIE E= r A n= s 处 
作 Taylor 展开 ， 得 到 


u= ft)  fG) EPOE s) +E- 3f 0) Onl) 
-ie = oft) O- POE) -+O (241 
消去 上 式 中 的 长 期 项 ， 有 
Ens) = rf), mn,s) = (rs)f(s) (7.242) 
所 以 (7.2.36) 的 渐 近 解 为 
u= FE) + 1G) + Let) — POME) -S+ OE) (7.243) 


=x- tor lelr— s)f'(r) + Oe’) 


(7.2.44) 
n=x+t=8+ zel — s)f'(s) + O(e’) 
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线性 情况 下 的 特征 线 
£—r-t-const, n = x + t = const 


变 成 了 | 
1 df(z 一 性 


r-z—t-—-tE 


4 d(z-t) 


1 df(z4t) 
= t+- 
s=r+ +ga d(a 4i) 


= const 


= const 


综 上 所 述 ， PLK 方法 确实 是 求 各 种 物理 问题 的 一 致 有 效 渐 近 
解 的 一 种 有 效 的 技巧 ， 它 对 双 曲 型 方程 的 行 波 解 是 成 功 的 ， 但 不 能 
得 到 椭圆 型 方程 的 一 臻 有效 展开 . PLK 方法 可 以 给 出 弱 非 线性 振 
子 的 周期 解 ， 但 对 阻尼 或 自 激 振 动情 况 ， 除 了 极限 环 和 极限 点 以 外 
不 能 给 出 渐 近 解 . 一 般 的 说 ， 如 果 振 幅 随 时 间 而 变化 ，PLK 方法 就 
不 适用 了 ， 需 要 采用 下 面 讲 到 的 平均 法 或 多 重 尺度 方法 . 


7.3 ”平均 法 


这 一 节 所 述 的 方法 主要 是 原 苏联 学 者 Krylov, Bogoliubov 和 他 
们 的 学 生 Mitropolski 的 贡献 ， 所 以 有 的 书 上 叫 KBM 方法 ,首先 ， 
我 们 以 一 个 弱 非 线性 二 阶 方程 为 例 来 说 明 平均 法 的 思想 . 

[ 例 7.3.1 ] 考虑 弱 非 线性 二 阶 方程 


d d 
T + wy = ef(y, E) (731) 
4 e= 0R}, (73.1) 的 退化 方程 的 通 解 为 

= a cos(uwot + 0) (1.3.2) 


其 中 a 和 0 是 振幅 和 初始 位 相 ， 是 常数 ， 当 0 <。 < 1 时， 可 以 候 
定 (7.3.1) 的 解 的 形式 仍 为 (7.3.2), 但 a 和 9 不 是 常数 而 是 t HER 
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函数 由 于 由 ab CAXÓDESERAS (7.3.1) 、(7.3.2) 两 个 关系 , E 
们 之 间 还 有 一 个 自由 度 ， 我 们 这 样 来 补充 它们 之 同 的 另 一 个 关系 ， 
使 得 在 形式 上 和 a, 8 为 常数 时 的 Ji 相同 ， 即 | 


E sin(wot+i0) (7.3.3) 
这 实际 上 相当 于 对 a 和 0 加 了 一 个 约束 条 件 
- cosp — a sinp =0, p=wt+0 (7.3.4) 
未 知 函 数 的 二 阶 导数 为 
Ty = —auwg cos — sing 一 — COS yp (7.3.5) 


把 (7.3.2), (7.3.3) 和 (7.3.5) 式 代 入 原 方 程 (7.3.1) 得 


da db | 
wo sin q + aug —- cos = —e f(a cosy, —awosiny) (7.3.6) 


dt 
由 (7.3.4),(7.3.6) 解 得 
da - 二 sin pf (a cos p, —awo sin p) (7.3.7) 
dt wo . 
de = — cos yf (a cos p, -aw sin p) (7.3.8) 
dt Qi 
HEIERI, $, 9 ap e 的 量 级 a 和 9 WERE DUC 


在 考察 它们 的 长 时 期 的 变化 时 , 可 以 认为 它们 在 一 个 周期 了 = 27/wo 
内 不 变 ， 因 此 ， 对 (7.3.7) 和 (7.3.8) 在 一 个 周期 内 取 平 均 可 得 


2T 


da — —e 1 

3 一 = fila) = an | 5 vf(acosq, —awosinqg)dp (7.3.9) | 

do 1 2T | | 
一 人 

d "m a) = m a; f cospflacosy, awo sin pjdwp(7.3.10) 


上 面 两 式 还 可 以 这 样 解释 . 把 (7.3.7) 和 (7.3.8) 的 右 端 展开 为 Fourier 


zx, Bp 
da —1 OD . 
4^ ec 2fi(a) + 2 (on cos nt + b, sin nt)] 
d —1 [o . 
7 = e 2gi(a) + > (cn cos mt + dn sinnt)) 


n=} 


APT a 和 9 的 长 时 间 的 行为 来 说 ， 首 项 的 平均 效应 起 主导 作用 ， 而 
振荡 项 的 累计 效应 很 少 ， 因 而 可 以 近似 地 简化 为 (7.3.9) 和 (7.3.10). 


从 (7.3.9) 和 (7.3.10) 出 发 ， 就 不 难 求 得 a 和 9 T. 


对 于 弱 阻 尼 线 性 振动 情形 
f(y,9) 一 —2y 


于 是 
fi(a) 2woa, g(a)=0 


代入 (7.3.9) 和 (7.3.10), 有 


a = age *' ; 0 = Oo 
所 以 
| y = age *' cos(wot + 00) 
Xj T Duffing 方程 | 
f (y. y) 一 -y 
因此 
一 3 
fi(a) =0， g(a) 一 -a 
从 而 解 得 A 
a = 00, 9 = “so0i 0 
8 wo 


(7.3.11) 


(7.3.12) 


(7.3.13) 


(7.8.44) - 


(7.3.15) 


(7.3.16) 


(7.3.17) 
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对 于 wo — 1, y(0) = ao, 9(0) = 0 的 情形 有 
y = ag cos|(1 + eab) +0(e) 


这 与 PLK 方法 得 到 的 结果 一 致 


对 于 Van der Pol 振荡 器 ， 
d 

f(y) -Q - y) (7.3.18) 

相应 地 有 
fi = —2wa(1 一 =a?) ; g=0 (7.3.19) 
dla d 1 | 
da 50. i42 o. 

积分 之 可 得 

2 4 


2 = FEJE (7.3.21) 
MH [— oo 时 ，a? — 4, 这 就 是 极限 环 . 

上 面 介绍 的 平均 法 只 能 得 到 首 项 解 . 在 某 些 问题 中 平均 化 方法 
的 一 次 近似 会 得 出 不 完全 的 解 . 例如 ， 带 平方 项 的 非 线性 系统 ， 由 
(7.3.9)(7.3.10) 得 到 da/dt = d9/dt = 0, 因此 一 次 近似 反映 不 了 平 
方 项 非 线性 的 影响 ， 为 反映 偶 次 项 的 影响 必须 寻求 其 高 阶 近似 . 现 
在 已 经 提出 了 不 少 方法 . 下 面 我 们 介绍 著名 的 KBM 方法 . BAB 
设 (7.3.1) 的 渐 近 展开 的 形式 为 


N 
y —acosp + > E”Ynla, p) 十 O(e t+!) | (1.3.22) 
n=l 


其 中 yn 为 p 的 周期 函数 ， 周 期 为 2r, 而 a 和 ”是 时 间 的 函数 ， 且 


N 
- = 》 e^ A (a) + O(eN+!) (7.3.23) 
n-l | 
dip N a N+1 | 
了 一 co 十 $ enpn(a) 十 O(e *) (7.3.24) 
n-i i 
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这 里 的 As pn 由 递 推 方程 消去 长 期 项 、 保 证 y 为 周期 解 而 得 ， yn 
则 由 递 推 方程 及 初始 条 件 决定 ， 事实 上 ， 这 里 已 经 相当 于 把 y 看 作 
为 a 和 c 的 函数 而 代替 了 原来 的 自 变量 t, 其 思想 已 经 与 下 一 节 要 
讲 的 多 重 尺 度 法 很 相似 了 ， 所 以 求 导 需 遵循 下 列 多 元 复合 函数 求 导 
法 则 . 

4d dao da 

dt dtaa dt ôç 

d? H da, 0? að dade 8 dp 9? dp ð 
dB 7 Ub! 88^ dBBa dt dt Oade di) Oo 


dt? Oy 
da d da, dad da, da% „dAn >, dA; 

一 一 — | 一 一 】 = — 一 m O 
de T ald aad) T a e da TE Aa t0 
dp ddp dad dọ da n dn 2, dp! 3 
DIE ELIT PED E 


我 们 以 Duffing 方程 (7.2.1) 为 例 来 说 明 KBM FE. 
把 (7.3.22) — (7.3.24) 代入 (7.2.1) 得 到 递 推 方程 


i 3 3 l 
5 *y = 2A sing (2:14 - za") cos — 30 cos3p (7.3.25) 


o dA 
Bw E +y = |(Q2ves + pja 一 Aim lcosy 十 [2(42 + Aui) 
d , | o? 
tadı =] sin p 一 3yia2 cos? p 一 ET 
24, à (7.3.26) 
app S. 


为 了 消去 yy 中 的 长 期 项 ， 保 证 yy 为 周期 解 ， (7.3.25) 和 
(7.3.26) RA cosy 和 sing 项 的 系数 必须 为 零 ， 于 是 由 (7.3.25) 
得 

A=0, ol = sa (7.3.27) 
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考虑 到 初始 条 件 ， (7.3.25) 的 解 为 
Yy = (eos 3% 一 cos yp) 


把 (7.3.27) 和 (7.3.28) 代入 (7.3.26) 得 到 


8? , 21 
2 Lys = 2Azsin y + (2p2 + 2--a^)acose 
Op» 128 


3 3 
uri cos 3o 一 mu cos 5p 


类 似 地 有 


1 
y2 — 15213 [cos 5p — 24 cos 3 十 23 cos qj] 


而 且 
a = ag + Ole’) 


3 21 
p= [a + 3500 — jc 00 + O(et)]t 


所 有 这 些 结果 与 PLK 方法 得 到 的 结果 完全 一 致 ， 


(7.3.28) 


(7.3.29) 


(7.3.30) 


(7.3.31) 


(7.3.32) 


(7.3.33) 


[Bj 7.3.2] 考虑 非 线 性 波动 方程 (Klein-Gordon 77 f£) 


Utt — C ugs + Au = ef (U, Ut, ug) 
其 退化 问题 的 解 为 
w=acos(kor — wot + $) 
其 中 a 和 是 常数 ，ko 和 wo 有 色散 关系 


2 
wi = eke +À 
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(1.3.34) 


(7.3.35) 


(7.3.36) 


所 以 我 们 假设 (7.3.34) KAMERNA 
u = acos y + euj(a,q) + | (7.3.37) 


ERD a 是 时 间 和 位 置 的 慢 变 函数 ， 它 满足 
Da 


-一 一 Edli(a) 十 …. 
ot (7.3.38) 
ða _ B J+ 
ðr À ix 
(7.3.37) 中 的 p 是 新 的 位 相 函 数 ， 它 满足 
二 wo 4 eCi1(a) + 
; (7.3.39) 
a5 = ko eDi(a) ++- 


因而 当 e = 0 时， 与 (7.3.35) rPiS Beg SOR T. 
把 (7.3.37) 一 (7.3.39) 代入 (7.3.34), 利用 色散 关系 (7.3.36), 使 
两 边 s 同 客 次 的 系数 相等 豆 得 


8? 
utra Tui) = -2(woA1 Fc? ko By) sin y —2a(uo9C,-- c?ko Di) cos gẹ 
+ f la cos " awo Sin y, —ako sin ql (7.3.40) 


把 f 展开 为 Fourier 级 数 ， 


f = gola) 十 Sihla) sin ng 十 gn(aj cosnq] (7.3.41) 


n=l 
为 了 消去 长 期 项 ， 保 证 u 为 周期 解 ， 所 以 (7.3.40) 式 中 sing 和 
coso 的 系数 必须 为 零 ， 
Jost + 20 hoB = fila) (7.3.42) 
2a(woC|i 十 C? kg D) — gi (a) 
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把 (7.3.38)(7.3.37) 代入 (7.3.42), 引 入 群 速度 C = duo/dko 及 少 = 
y- kor c uot, 上 式 变 为 


a C 93; 2 ea )/2w0 
a 06 | (7.3.43) 
ET +C Fr = £g1(a)/2awo 


上 式 说 明 除 了 一 个 小 的 强迫 项 修正 因子 之 外 振幅 随时 间 和 空间 的 变 
化 按 群 速度 传播 从 (7.3.40) 可 以 解 得 


gola) , y: fn (a) sin nq + gn(a) cos (7.3.44) 


A?(1 — n?) 


n=? 


下 面 我 们 简单 介绍 平均 变 分 法 ， 它 是 变 分 法 和 平均 法 的 结合 ， 
是 由 Whitham 等 人 在 60 年 代 发 展 起 来 的 ， 已 被 应 用 于 流体 和 等 离 
子 体 中 的 流动 现象 和 稳定 性 问题 . 

我 们 还 是 以 Duffing 方程 (7.2.1) 为 例 ， 简 述 平均 变 分 法 的 主要 
思想 . Duffing 方程 (7.2.1) Sir F TRZE J 的 驻 留 值 问题 


t 
J- J L($, y)dt (7.3.45) 
Ü 
| Rm l d l 
Lj.) = P - v! - ev] (7.3.46) 
我 们 假定 Duffing SEORSA 
| y=acosp, p=t+0 | (7.3.47) 


因为 a 和 9 为 缓 变 函数 ， 即 da/dt = O(e),d9/dt = O(e), 所 以 在 与 
整个 时 间 相 比 很 短 的 每 一 个 周期 中 可 以 认为 a 和 9 是 常数 .于 是 
2I7 


J iw- © ia. | ts yas; Tl Ly.idt = fta 


?二 20 一 1 
(1.3.48) 
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其 中 上 -2NT «29, 


L; = > J Ldt — (7.3.49) 
2(j—1)r 
L 是 工 在 一 个 周期 内 的 平均 值 ， (7.3.48) 式 意味 着 用 泛 函 (7.3.45) 
的 Lagrange 函数 在 每 一 个 周期 内 的 平均 值 来 代替 泛 函 (7.3.45) 的 
函数 .这 就 是 平均 变 分 法 名 称 的 由 来 及 主要 思想 ， 一 般 说 来 ， 泛 函 
(7.3.45) 的 驻 留 值 对 应 的 Euler 方程 比较 复杂 . 但 假定 a,9 EAE, 用 
Lagrange 咀 数 在 一 个 周期 中 的 平均 值 代 赫 之 后 ， 其 对 应 的 Euler 7j 
程 比较 简单 ， 容 易 求 解 ， 这 就 是 平均 变 分 法 的 优点 . 
对 于 Duffing 方程 


2L = o? sin? p — 2aàüsin cos q + 2a20 sin? p 


1 
—a? cos? ọ — zE costy + O(e?) (1.3.50) 


f (7.3.49) 算得 的 平均 值 为 


FF_ lr2p 39.4 
L = 2[0°0 d (7.3.51) 


对 平均 的 Lagrange 函数 求 驻 留 值 ， 其 相应 的 Euler 方程 为 
OL d ƏL OL 


ða dda T Da T (7.3.52) 
9L d ðL — dol _ N 
00 dt‘86 db 
即 
aĝ — ME 一 0 
8 (1.3.53) 
aa —0 
因而 有 
2 3 2 2 
&— ag -O(c^), 0— [ssa + O(e^)]t 4- 0o (7.3.54) 
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利用 初始 条 件 得 到 首 项 解 为 
y = aocos((1 + Šeaĝ)i] (7.3.55) 
与 前 面 的 结果 一 致 


7.4 多 重 尺 度 法 


多 重 尺度 法 是 从 50 年 代 末 期 、60 年 代 初期 开始 发 展 起 来 的 , 现 
在 它 已 是 奇异 摄 动 理论 中 应 用 最 广泛 的 一 种 方法 ， 被 应 用 于 物理 、 
工程 和 应 用 数学 等 各 种 领域 的 问题 中 . 

多 重 尺度 法 的 主要 思想 是 把 奇异 摄 动 问题 中 的 各 种 时 间 尺 度 ( 空 
间 尺度 ) 都 当 作 问 题 的 独立 变量 , 把 对 时 间 ( 空间 ) 的 导数 写 为 对 各 
种 时 间 尺度 的 多 元 复合 函数 的 导数 ， 然 后 通过 摄 动 展开 用 消去 长 其 
项 的 条 件 来 确定 各 阶 的 解 . 

多 重 尺度 法 有 二 种 不 同 的 变型 ， 在 以 时 间 为 自 变量 的 问题 中 车 
有 M +1 AAE Bj BI RS 


Tm =E"t (m=0,1,...,M) (7.4.1) 
则 把 所 求 的 因 变 量 看 作为 这 M +1 个 时 间 尺 度 的 函数 ， 并 展开 


y(t, €) 一 y(To, Ti t dy €) 


" 043). 
一 2; < gmt70， Ti, D Tm) + OleM+!) 
利用 多 元 复合 函数 求 导 法 则 可 得 
d 2 geya 2 Tee (7.4.3) 


di OT, OTi 9T, 


ERAN: SRÉCÉGURARNDE E —HORUEOTOS d Bd EEUER, N 
it, Sturrock 和 Nayfeh 称 这 种 方法 为 导数 展开 法 . 
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(7.4.2) 31 (7.4.3) 表明 原来 的 常 微分 方程 将 转化 为 偏 微 分 方程 ， 
( 若 原来 就 是 偏 微分 方程 ， 那 么 自 变量 增加 了 ). 读者 或 许 会 想 ， 这 不 
是 更 复杂 、 更 难 求解 了 吗 ? 但 在 下 面 的 例子 及 许多 实际 问题 中 ， 情 
况 并 非 如 此 。 因 为 得 到 的 偏 微分 方程 都 是 消去 了 非 线性 项 的 比较 简 
单 的 线性 方程 ， 很 容易 求解 ， 而 且 高 阶 问 题 和 退化 问题 的 方程 形式 
上 相同 ， 只 不 过 多 了 非 齐 次 项 而 已 . 

把 (7.4.2) 和 (7.4.3) 代入 原来 的 方程 ， 按 照 = 的 宕 次 可 得 一 系 
列 确定 Um 的 方程 组 ， 用 消去 长 期 项 或 使 后 一 阶 解 的 奇 性 不 比 前 一 
阶 解 更 高 的 原则 来 确定 解 中 包含 各 种 时 间 尺 度 的 任意 函数 . (7.4.2) 
式 展开 到 时 间 尺 度 Ty KH, CE t=06™) 之 前 有 效 ， 因 此 ， 
emym 应 该 是 e yn a. 的 小 量 修正 ， 即 


Um 
Um-—1 


< co (对 于 所 有 的 而 ,五 ，…, Ty) (7.4.4) 


这 个 条 件 并 非 意味 ym 有 界 , 只 是 说 高 阶 近似 并 不 比 前 一 阶 更 奇异 ， 
它 等 价 于 消除 长 期 项 . 
Cole 和 Kevorkian 引进 了 多 重 尺度 法 的 第 二 个 变型 . 该 方法 引 
进 了 两 个 时 间 尺 度 : 慢 变 时 间 和 正常 时 间 尺 度 ， 因 而 也 叫做 两 变量 
展开 法 . 他们 假定 
M 
y(t,e) = FE ms) = Y, "ys (£n) + Olet?) (7.4.5) 


m=0 
其 中 
E=et, n (0 eua + &vg 4 c eM yt (7.4.6) 


wn 为 向 数 , 这 里 了 为 正常 时 间 加 上 一 点 小 量 修正 ，《 为 慢 变 时 间 ， 
Eon 更 慢 ， 对 时 间 的 导数 变 为 
d ð 0 
di^ 58g te tew t te wu) | (7.4.7) 
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这 两 种 变型 都 有 推广 形式 如 下 


T, = 0n(c)9n [um 4E) é] 


d d ， 0 
dt 一 = Ôn (e) unle)gn jn(e)t OT, 
和 和 
€ 一 u(e)t ; 7] 一 È Ôn (E}gn [un (E)t] 
- = ue «x fn (E)n (e) gnll- 


(7.4.8) 


(7.4.9) 


其 中 bn(e) 和 jmle) 是 二 个 淅 近 序 列 ， 它们 可 适用 于 线性 和 非 线性 


Er BI RS. 
下 面 我 们 分 别 举 例 说 明 这 些 方法 的 应 用 . 


[94 7.4.1] 用 导数 展开 法 求 Du 年 ng 方程 (7.2.1) 的 渐 近 展 


开 . 
引进 时 间 尺 度 


把 未 知 蚂 数 展开 为 
y(t,e) 一 u(To, T1, T2) 一 uo(To, T1, T2) 
teui(To, Ti, T2) + e?uz(To, Ti, T2) 


代入 (7.2.1), 可 得 e 各 阶 的 递 推 方程 


8?ug 


oT? 十 20 王 0 ， ug(0, 0,0) = p, uoT, (0, 0, 0) 一 0 


Ou g Zuo 
oT2 o //— -^8158T, 


u1(0,0,0) 20, | u17,(0,0,0) = —uor, (0,0, 0) 
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-u 


(7.4.10) 


(7.4.11) 


(7.4.12) 


(7.4.13) 


us 0? ug uo ui 

十 E a E ATE 
ôToðTa OT? “070671 

u3(0,0,0) 2 0, uzn (0,0,0) = —uor, (0,0,0) — win (0,0,0)(7.4.14) 


(7.4.11) 的 解 为 


— 3uzui 


uo = A(T4, Bp)e'® + A(Ty, Ty)e th | (7.4.15) 


A(0,0) = À(0,0) = zao E © (7.4.16) 


iE (7.4.15) 代入 (7.4.13) 得 ui 的 方程 


2 2; 
a +u = (Big 4-3A?A]eiTo — Ae} 二 cc， (7.4.17) | 
7 | 


其 中 c.c. 为 前 面 项 的 复 共 轿 ， 为 消去 (7.4.17) 式 的 长 期 项 ， 必 须 有 


zii +34 A =0 (7.4.18) 
1 
# 1 

A = za(Ti, Tajet? (Fi T2) (7.4.19) 


其 中 a 和 o 为 实 函 数 ， 方 程 (7.4.18) 和 初始 条 件 (7.4.16) 化 为 
Oa Op 3 2 


aT, = 0 , 87i 一 g? | (7.4.20) 
a(0,0) = ao ， (0,0) 20 | (7.4.21) 


上 式 的 解 为 


a=a(T2), a(0)= ao 


3 (7.4.22) 
Y 一 ga Ti eo(T2) ; wo(0) = 0 
消去 长 期 项 之 后 (7.4.17) 的 解 为 
. A3 a 
ui = [B(T3, T5)e'T^ + rudi 4 c.c. (7.4.23) 
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从 ui 的 初始 条 件 得 到 
B(0,0) = B(0,0) = A?(0,0)4 0)A(0,0) = zu (7.4.24) 


”把 uo, uj 代入 (7.4.14) 得 到 二 阶 量 wz 的 方程 


O° uz 44,.9B - 一 OA 15 si 
 [-(9:9 2. + 34?B 4 6AÀB + 2i — AA )e 
DT? +u =| Qn t 6A B+ iJ 8 Je 
2l 4 4. 3iTy — 9 45, 5iTol ， 
t(;4 A —3BA*)e"* ^ — z4 e"? + c.c. — (14.25) 
为 避免 产生 长 期 项 ， 需 令 
oB = — ðA 15 3 一 ? 
.00 ,3A2B+6AAB+2i— -一 AA = 7.4.26 
2T, +3 +6 + iT, a 0 ( ) 
按照 初始 条 件 (7.4.24), 令 
= uA (7.4.27) 
(7.4.26) 化 为 
ðA 21 3—2 
-AA -0 7.4.28 
24 9T; 8 ( ) 
把 (7.4.19) 代入 上 式 可 得 
Da dp 21 4 
-一 = LL 一 一 一- 7.4.29 
9n ^ 8m 26. (7.4.29) 
按照 (7.4.22) 的 初始 条 件 ， 上 式 的 解 为 
3 21 
a = a) , g = $2011 55g 012 (7.4.30) 
TE 3 21 
ao 。 2 4 
A 一 - 一 一 一 0 了 了 .4.31 
5 exp[i( zoo 55600 2)] ( ) 
一 阶 量 的 表示 式 为 
uj = [- Arie + = A33] + c.c. (7.4.32) 
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^v 


(7.4.25) 式 消去 长 期 项 后 可 得 二 阶 量 - 
uz = [De — tagen 十 z; 4e 4 c.c. (7.4.33) 
(7.4.14) 的 初始 条 件 化 为 


D(0,0) = D(0,0) = = A00, 0) A^ (0, 0) 


D= FAA 


^ ASA eiT _ SA Aon + ASST] 二 ec (7.4.34) 
综合 以 上 结果 ， 我 们 有 


1 1 
y(t, €) = ao cos wt + zea (cos 3wt — cos wt) + 一 一 c2ag(cos But 


1024 
—24 cos 3wt + 23 coswt) + O(e?) (7.4.35) 
其 由 
3 21 
w=1+ seag 一 2566 aj + O(e?) (7.4.36) 


这 里 的 结果 与 PLK 方法 的 结果 (7.2.2),(7.2.13) 完全 相同 . 
[ 例 7.4.2] 试用 两 变量 方法 求 下 列 Van der Pol 方程 


d^u 


gaz tu=ell— v) (7.4.37) 


的 一 致 有 效 展开 式 
ik 


u = ug(£, 1) + cui (£, n) + eu2(é, n) t: (7.4.38) 
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其 中 的 En 由 (7.4.6) 式 定义 ， 把 上 式 代 入 方程 可 得 递 推 方程 如 下 


8 uy 

Or c ug —0 

8? u 3 uo 2 Quo 
tuij--2 十 (1 一 20) 一 一 

y 5 agan + (1 0) Bn 

^u, u 0^u, 0? ug uo 


方程 (7.439) 的 通 解 为 = 


uo = Aol) cos n + Bo(é)sinn 
把 上 式 代 入 (7.4.40) 得 到 


^u, 


agp 十 和 二 上 2B + (1 一 


2 B2 
- £87 20) Bo] cos 


=- A B2 
- [245 - (1- A 


) Ao] sin n 


1 
+30- 3A9B£) sin 35 + 一 1 l (gà 一 3 A2 Bo) cos 3n 


为 消除 上 式 的 长 期 项 ， 需 令 


A B 


-2B + (1 - 一 一 一 )Bo=0 


A? M 
4 


(7.4.45) 式 乘 以 Ao WME (7.4.44) 式 乘 以 Bo, 可 得 


2A) — (1 — -2—2 )A = 0 
(a° — a*(1 — a?) =0 
其 中 a 为 零 阶 解 的 振幅 


a? = Aj + Bj 
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(7.4.39) 


(7.4.40) 


(7.4.41) 


(7.4.42) 


(7.4.43) 


(7.4.44) 


(7.4.45) 
(7.4.46) 


(7.4.47) 


用 分 离 变 量 法 积分 (7.4.46) 给 出 


4 

2 

a? 2 ——————— 1.4.48 
+(e l ) 


这 里 ao 是 初始 振幅 ， 若 用 振幅 a 和 相位 $ 表示 Ao, Bo 
Ao =acosġ, Bo= —asinó (7.4.49) 
从 方程 (7.4.44) 一 (7.4.46) 可 得 
$=0, $= po= const (7.4.50) 
于 是 | : 
uo = acos(n + ġo) (7.4.51) 


其 中 a H (7.4.48) 表示 . (7.451) 和 平均 法 的 结果 一 到 
消去 长 期 项 后 (7.4.43) 的 解 为 


| 3 l 
= AlE) cos(n-- $o) -- Bı (E) sin(g-F 4o) — - sin 3(g-F$o) (7.4.52) 
把 uo, u1 RA (7.4.41) 可 得 uo 应 满足 的 方程 


1 3 
E / 2 " 2 M 
gar += [2B + (1 - 16) Bi - a" + 2wa + (1 — Fo) 


tiz] cos(a) A - -(1-Ž4?)A:] sin(n+90)+NST(7.4.53) 
其 中 NST EETA EKMAN 少 去 上 式 的 长 期 项 可 得 | 


2B. ~ (1— za 2) B; = 2wa — a" + (1— Saa + T (7.4.54) 
2A, — (1—- 50?)As =0 (7.4.55) 
利用 (7.4.46) 式 ， 上 面 两 个 方程 可 化 为 


2a! i 
2B' -=B = —) — (—a? 一 -ya 4. 
1 B 2a(u» + >) (Ta "is (7.4.56) 


它们 的 解 是 
了 
B, = a(u» tis 二 一 bia +- salna -— "Lu (7.4.58) 
A1 = ajae ~£ (7.4.59) 


其 中 anbi EER. 341 00 B, E> 00,0 — 2, 由 (7.4.58) 知 
Bı > oo, 使 ui/uo — oo, 因而 破坏 了 一 致 有 效 性 ， 因 此 ， 
一 1 


— 7.4.60 
w= is ( ) 


所 以 Van der Pol 方程 的 二 阶 近 似 为 


u = (a + aja Sgt) cos[(1 一 x ^y 十 pol 
E — zama + b1a)sin|(1 一 >ei + pol 
l ， 
tat sin 3((1 一 eh + do]) + O(e*) (7.4.61) 


其 中 a 由 (7.4.48) 式 表示 之 . 

一 般 的 说 ， 适 当选 择 两 个 变量 可 以 得 到 和 导数 展开 法 相同 的 结 
果 ， 如 果 问 题 中 含 物理 本 质 的 时 间 尺 度 多 于 两 个 ， 那 么 两 变量 展开 
自然 就 不 合适 了 .导数 展开 法 和 两 变量 展开 法 都 只 能 应 用 于 波 型 问 
题 ， 它 们 不 能 用 于 不 稳定 情形 ( 弱 不 稳定 除外 ). 在 双 曲 型 方程 中 ， 
这 两 种 方法 对 于 初始 条 件 可 以 表示 为 有 限 个 正弦 波 释 加 的 色散 波 是 
有 效 的 ， 对 于 下 述 的 非 色散 波 问题 


Ou Ou 2 

o8 S5 7 (7.4.62) 
Ou(z,0) 

u(z,0) = f(x), 36 7 0 


即使 f(z) = cosx 这 样 简单 的 函数 ， 这 两 种 方法 都 不 能 给 出 一 
SUB RE. 一般 的 说 非 色 散 双 曲 方程 可 以 用 PLK 方法 得 到 一 致 有 
效 解 | 
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多 重 尺度 法 是 目前 应 用 最 多 、 适 用 范围 最 广 的 方法 . 对 于 PLK 
方法 和 平均 方法 能 处 理 的 问题 ， 也 可 以 利用 多 重 尺度 法 得 到 它们 的 
一 致 有 效 解 . 对 于 PLK 方法 不 能 处 理 的 含有 阻尼 的 问题 ,多重 尺度 
法 也 可 应 用 .它们 的 推广 形式 还 可 用 于 有 边界 层 突变 的 问题 ， 请 看 
下 面 的 例子 

[B 7.4.3 ] 试 求 变 系数 二 阶 方程 


d^y dy 
equat (22 +1) +2y=0 J (7.4.63) 
y(0) =a,  y()-298 (7.4.64) 


的 一 致 有 效 解 ， 这 个 问题 属于 边界 层 型 奇异 摄 动 问题 ， 在 > = 0 处 
有 一 边界 层 ， 该 问题 可 用 推广 形式 的 多 重 尺度 法 求解 . 
设 
£-2z, n= =G(z) , G(0)-0 (7.4.65) 
其 中 G 为 待定 函数 , 由 于 G(0) = 0, 当 z 一 0 时 ，G(z) 2 G'(0)z, 因 
Jt n — r/e. 以 后 讲 边 界 层 理论 时 可 知 就 是 内 部 变量 . 通常 情况 下 
我 们 把 G(x) 按 小 参数 < 展开 G(z,s) = go(z) tegi (x) -&^go() ---- 
令 


ylz, E) = u(£, 7), €) 一 uo(£, 7) t eui (€, n) +e°uzlE, 7) Te (7.4.66) 


于 是 方程 (7.4.63) 变 为 
1 2,3 u 26 + 13u , „Ou Ou 
-zG E" 十 G 8 + [2G ec 5; Q6 t De 
Ou ， 
uo 满足 的 方程 为 
2 
4 Zo vcuo ~0 (7.4.68) 
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其 中 
E 26 41 


m | y 一 [3] | | (7.4.69) 
uo = Ao(£) + By(£)e 9 (7.4.70) 
ui 满足 的 方程 为 
12 9? ti Qui E , €^ uo n Oo Ouo 
G lop tV 78 8:55 Ó 5g - 26 1) T 2o 


= -[(2€ + 1)A$ + 24] - G'vv/ Bone" + [2G'(Bov 
-(26 + 1)Bo - (2 - vG") Boe "? (7.4.71) 


上 式 右 端 三 项 会 产生 正比 于 n,me-""7 30 9e77 的 解 项 , t3 n 3 
oo 时 ， ui/ug 一 oo, 解 不 再 一 致 有 效 ， 因 此 需 令 这 三 项 都 为 零 


(26 -- 1)45 +240 — 0 | (7.4.72) 

G'vy Bg - 0 | l (7.4.73) 

2G' (Bov)! — (2€ + 1)B5 — (2 - vG") Bo =0 (7.4.74) 
(7.4.72) 的 解 为 

Ap = z+ (ao 为 常数 ) (7.4.75) 


由 于 一 般 情况 下 Bo 0, C 不 能 为 零 (否则 G 0), 所 以 (7.4.73) 
变 为 


不 失 一 般 性 ， 取 该 常数 为 1, 因而 


G= +E (7.4.76) 
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把 上 式 代 入 (7.4.74) 得 


B=0, Bo= bo = const (7.4.77) 
所 以 
ug 一 Xii n T 十 bo exp[ - (£? + £)/e] (1.4.78) 
由 (7.4.71) 解 得 
= Ai(£) =+ B1(£)e^? (7.4.79) 
RE u2 的 方程 为 
(2E +1) a 2) = —|(2£+ 1)4 +24; + Ao] + (2€ + 1)Bje™” 


(7.4.80) 
为 使 y/n 有 界 ， 需 令 | | 


(2£-1)41 4241 405-0, | Bj 20 


于 是 
A =- 4 20 01 = const 
1961 EHIB? | -— 
B, = bi = const 
91. 209 
Ul 一 十 De 一" 
| 20641 + Ber | 


最 后 (7.4.63) 的 解 为 
十 boe™(® +z)/e 


ao 

“一 2 二 1 
209 

Lal + 


由 边界 条 件 (7.4.64) 定 出 


十 El 


十 Diertz trea +O(e?) (7.4.81) 


ày—3b, bg—a-3b, a = m, = 二 
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上 述 结果 与 以 后 用 边界 层 理论 解 得 的 结果 一 致 . 

推广 形式 可 以 应 用 于 用 导数 展开 法 或 两 变量 展开 法 处 理 的 所 有 
问题 ， 并 且 可 以 应 用 于 这 两 种 方法 失效 的 问题 ， 例 如 需要 非 线 性 尺 
度 的 问题 ， 甚 至 某 些 边界 层 型 有 突变 的 问题 . 但 从 上 例 我 们 看 到 运 
算 较 复 杂 ， 所 以 对 于 一 般 的 问题 还 是 导数 展开 法 和 两 变量 展开 法 更 
合适 . 


7.5 可 解 性 条 件 


可 解 性 条 件 是 奇异 摄 动 问题 中 的 一 个 重要 条 件 . 许多 著名 的 方 
程 如 KdV 方程 、 立 方 Schródinger 方程 等 就 是 由 此 导出 的 . 在 解 奇 
异 摄 动 问 题 时 我 们 通常 得 到 一 系列 的 递 推 方程 ， 零 阶 问 题 通常 是 齐 
次 的 ， 而 高 阶 问 题 往往 是 非 齐 次 的 ， 在 某 些 情况 下 这 样 得 到 的 非 齐 
次 方程 可 能 无 解 ， 从 而 导致 不 相 容 性 ， 在 另 一 些 情况 下 从 非 齐 次 方 
程 中 解 得 的 高 阶 展开 不 是 一 致 有 效 的 ， 会 产生 长 期 项 ， 为 保证 展开 
式 一 致 有 效 ， 我 们 往往 要 对 非 齐 次 项 强加 一 定 的 条 件 以 消除 其 不 相 
容 性 和 非 一 致 性 .这 些 条 件 称 为 可 解 性 条 件 或 相 容 性 条 件 、 协 调 性 
条 件 、 可 积 性 条 件 等 ， 对 于 单 自由 度 的 简单 问题 这 些 条 件 是 容易 看 
出 来 的 , 一 般 原则 是 非 齐 次 项 中 不 能 包含 齐 次 方程 的 解 . ATEMA 
合 的 多 自由 度 系 统 来 说 消除 长 期 项 就 不 是 一 目 了 然 的 了 ， 这 一 节 里 
我 们 先 讨 论 二 阶 常 微分 方程 的 可 解 性 条 件 ， 并 以 Duffing 方程 为 例 
来 加 以 说 明 . 然后 以 一 个 例子 说 明 二 个 自由 度 系统 的 可 解 性 条 件 ， 
最 后 我 们 导出 KdV 方程 . 

[ 例 7.5.1 ] 考虑 带 一 般 非 齐 次 边界 条 件 的 二 阶 非 齐 次 线性 
常 微分 方程 的 可 解 性 条 件 . 


L(y) = pY(x)y" + p(x)vy' + po(z)y 
= f(x), p(z) #0, a<r<b (7.5.1) 
y (a) 2 riiy(a) + rizy(b) + ôi (7.5.2) 
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(6) = rny(a) + razy(b) + 6 (7.5.3) 
先 介绍 伴随 算 子 的 概念 ， 我 们 称 算 子 


2 
L'(u) = (pzu)" - (piu) +pou = pz 7-5--(2p67 91) 7 QI pA epo)u 
(7.5.4) 

为 工 的 伴随 算 子 ， 称 方程 L'(u) = 0 为 方程 L(y) = 0 的 伴随 方程 , 
由 (7.5.4) 式 知 ， 当 
| | p = Ppi 
时 ， L* = L, 我 们 称 算 子 上 是 自 伴 算 子 ， 若 方程 (7.5.1) 非 自 伴 ，- 
可 以 在 两 边 乘 一 个 函数 pz lej PT? d, 使 (7.5.1) 成 为 自 伴 方程 

现在 推导 方程 (7.5.1) 的 可 解 性 条 件 ， 对 于 方程 (7.5.1) 的 解 y 
和 伴随 方程 L'(u) = 0 的 解 u, 成 立 Green 恒等式 

| 
f [uL(y) — yL* (u))dz = [pz(uy — u'y) + (pı — ph)uy)le (7-5.5) 


即 
b 
/ fudz = [p2uy + (pi — p5)uy — pau'y]| (7.5.6) 
对 于 齐 次 方程 齐 次 边界 条 件 的 情况 ， 即 f = 61 = 6 = 0 的 情况 ， 
(7.5.6) HEWA F. 把 边界 条 件 (7.5.2) 和 (7.5.3) 代入 (7.5.6) 可 得 
[r21pozu| -p — (r11P2 + pi —p2)u|,.., T pau'|, ,ly(a) 
—-[rizp2ul,.., — (r22p2 + pı 一 Paul, + pou'l .]y(b) =0 (7.5.7) 
我 们 这 样 选择 u 的 边界 条 件 ， 使 得 上 式 永远 成 立 ， 即 yla) 和 y(b) 
的 系数 都 为 零 ， 按 这 种 方式 决定 的 边界 条 件 与 伴随 方程 一 起 叫做 伴 
随 系 统 。 对 于 自 伴 方程 而 言 可 得 
v'(a) = muula) — rapz(b)pz (ajul) (7.5.8) 
u'(b) = —rispa(a)p; ' (b)u(a) + rz2u(b) (7.5.9) 
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着 

r21p2(b) = 一 r12D2(aj (7.5.10) 
则 ww 的 边界 条 件 (7.5.8), (7.5.9) 5 y 的 边界 条 件 (7.5.2), (7.5.3) 4B 
同 ， 伴 随 方程 及 其 边界 条 件 和 原始 的 方程 及 其 边界 条 件 完 全 相同 的 
系统 称 为 自 伴 系统 . 


对 于 非 齐 次 方程 及 非 齐 次 边界 条 件 的 情况 ， 把 边界 条 件 (7.5.2) 
和 (7.5.3) 代入 (7.5.6) 可 得 


02222| =b — 01 paul, t [rzip2ul y — (r11 P2 + pi — 02)ul, 


十 p2u | -aly(a) —|[rizpav],.., — (r22p2 + pı — paJulz=b 
b 
pul, .,]y(b) = f fudz 
a 


选择 u 的 边界 条 件 使 得 上 式 中 (0), y) 的 系数 都 为 零 ， 即 u 为 伴 
随 系统 的 解 ， 因 而 得 到 (7.5.1) 一 (7.5.3) 的 可 解 性 条 件 


b 
óapo(byu(b) — &ipa(a)u(a) = J fudz (7.5.11) 
作为 一 个 特例 ,考察 非 齐 次 的 Sturm-Liouville 问题 的 可 解 性 条 
| 


(p(z)y) + a(z)y — Ar(z)y = f(x) (7.5.12) 


y (a) = ruy(a) + rizy(b) 


(7.5.13) 
y (b) = rziy(a) + ra2y(b) 


BRE roip(b) = —ria2p(a), 因此 (7.5.12), (7.5.13) 是 自 伴 系 统 . E 
入 不 是 齐 次 问题 的 特征 值 ， 即 齐 次 问题 只 有 平凡 解 ， 则 可 解 性 条 件 
(7.5.11) 自动 满足 ， 即 对 于 任意 的 连续 泣 数 f(x), 非 齐 次 问题 有 唯一 
解 . 车 入 是 齐 次 问题 的 特征 值 ， 即 此 时 齐 次 问题 有 非 零 解 ， 那么 按照 
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可 解 性 条 件 (7.5.11), 除非 f(x) 与 相应 于 特征 值 入 的 特征 函数 ulr) 
EZX, B] 


b 
/rucejaz=o (7.5.14) 
否则 非 齐 次 问题 无 解 ， 
[ 例 7.5.2 ] ”考虑 带 有 初始 条 件 的 二 阶 常 微分 方程 的 周期 解 
的 可 解 性 条 件 ， | 


L(y) = pY(y" 十 pi(by -po(t)y = f(t), paz 0, 0<t < oo(7.5.15) 


y0)—a, y'(0)=b | (7.5.16) 


由 于 初始 条 件 与 上 例 的 (7.5.2), (7.5.3) 不 同 , 所 以 不 能 完全 套用 上 例 
的 结果 . 但 对 于 有 周期 解 的 情况 (假设 周期 为 2r), 二 者 非常 相似 . 用 
0 和 2c 1f Green 人 恒等式 (7.5.5) PH a JU b. 由 于 有 周期 解 ， 所 以 
方程 (7.5.15) 中 的 系数 也 是 周期 的 函数 ， 于 是 Green 恒等式 (7.5.5) 
的 右 端 为 零 、 可 解 性 条 件 为 


2T 


2T 
J uL(y)dt = J ufdt=0  . (7517) 
0 


D 


以 Duffing 方程 (7.2.1) 为 例 . in (7.2.2) 那样 把 y 按 小 参数 < 展开 ， 
按 (7.2.3) 引进 时 间 变 换 ， 可 得 各 阶 的 递 推 方程 (7.2.5) 一 (7.2.7). 退 
化 问题 的 方程 (7.2.5) 为 目 伴 方程 ， 有 二 个 基本 解 cosr 和 sinr, 所 
以 高 阶 量 方程 的 可 解 条 件 为 : 


2T 
[#0 cos TdT = 0 (7.5.18) 
0 


2T 
fi(T)sinrdr = 0 (7.5.19) 
0 
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H (7.2.9) 知 fi = (2w 一 3a8)oo cos T — lał cos37, 所 以 可 解 性 条 件 
(7.5.19) 自动 满足 ， 而 (7.5.18) 给 
3 2 


4 — qa (7.5.20) 


于 是 


1 
yı = 354 (cos37 — COS T) (7.5.21) 


这 些 结果 与 前 面 PLK 方法 的 结果 一 致 . 

PXE, Æ f; fF Fourier 展开 ， 除 了 cost 和 sint 分 量 之 外 ， 
其 余 的 成 份 均 使 可 解 性 条 件 (7.5.18)，(7.5.19) 的 积分 为 零 . 为 满足 
可 解 性 条 件 ， 只 需 f; 的 Fourier 展开 式 中 的 cost 和 sint. 的 系数 为 
FRH. 这 就 是 PLK 方法 中 消去 长 期 项 的 条 件 . 因此 二 者 的 结果 完 
全 相同 . 

Keller 和 丁 汝 (L. Ting) 对 各 阶 摄 动 方程 的 非 齐 次 项 作 加 权 积 
分 ， 权 函数 通常 取 伴随 方程 之 解 ， 用 以 得 到 可 解 性 条 件 . 他 们 用 这 
种 方法 确定 变形 参数 ， 并 把 它 称 为 改进 的 摄 动 法 . 

[90 7.5.8] 考虑 二 个 自由 度 系统 的 非 线 性 振动 问题 


üi d à2 + 2u4 = 2ewluo 


(7.5.22) 
üz — tl 2u3 = eu? 
我 们 引入 多 重 尺度 
To=t, Tice (7.5.23) 
BE | | | 
ui = ujo(To, T1) + eui (To, T1) +--> 
(7.5.24) 
uz = uzo(To, T1) + euzi(To, T1) +- 
各 阶 的 递 推 方程 如 下 | 
3 uio Ou20 
ƏT + 一 一 一 9T, + 2u19 — 0 
y (7.5.25) 
U20 ĝui 
012 -Jm 57m 0 
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3u eu > 9 uio — Ouao 


DUM 十 24 a 2 
8T] ^ Om ^" anon gn + vum 
(7.5.26) 
Ə’uz Ou " j 9 uz — Ou u? 
072 an 2 on, T 
我 们 寻找 下 列 形式 的 解 
uio = cie]? + ec., u29 = coe" 十 c.c. (7.5.21) 


把 上 式 人 入 (7.5.25) 可 得 


2—w? Cı + twe = 0 
) (7.5.28) | 
一 2WC1 十 (2 一 w?)co -— | 


(7.5.28) 为 c1, c9 的 线性 齐 次 方程 ， 因 cl 02 不 能 全 为 零 ， 所 以 


2 — w? 1w 2 2 
| = (w^ —4)(w^ —1) 20 (7.5.29) 
一 tw 2—w 
得 到 二 组 解 
w=1, C2 = fc] 
| (7.5.30) 
w=2, ca 一 一 2C1 
即 


uio = [A (Tije + Az(T;)e?T] T c.c. 
u29 = [iA (Tije? — iA (T1)e?To] + c.c. 
把 上 式 代入 (7.5.26) 即 得 一 阶 量 的 方程 


(7.5.31) 


3 uz ðu» i 
572 十 一 二 ~ OT, 十 2uli = [-i(3A1 + 442A1)e To 


+i(—34, + 242)e2imb] +c.c.+ NST 


uzn un ME 


t AZye?iTo] 4 c.c. + NST (7.5.32) 
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其 中 ASADAR. 为 消去 上 式 中 的 长 期 项 ， 按照 单 自 由 度 系 统 
的 做 法 , 需 令 etma,e2m , 前面 的 系数 为 零 , 那么 得 到 二 个 未 知 数 的 四 
个 方程 ， 因 而 是 错误 的 . 在 二 个 自由 度 系 统 中 ， 并 不 需要 eto, en 
的 系数 为 零 .我们 寻找 (7.5.32) 如 下 形式 的 特 解 : 

Wil 一 [Pi (Ti Je*To T Py(Ti )e?:To] + c.c. 

w21 = [Qi (Tie + Q(T, )e”™] + c.c. 


代入 (7.5.32) 得 


(7.5.33) 


(Pi +iQ1)e’T + (~2P + 2iQ2)e”™ = —i(341 + 442A, )e™ 
i(-345 + 242)” T 
(-iP + Qj eil T(-21P$ 一 2Qy)e?iTo 一 (341 十 2 A3À; )eiTo 


+(—3A’ + A2)e?iTo 


于 是 得 到 二 组 方程 
P, c iQ, = -i(3A’ +44 4 
1+iQ1 = cia + i 1) (7.5.34) 
—iP +Q = 3A; 十 24241 
—2P, + 2iQ» = i(—3A^, + 24? 
2 + 2iQ2 = (734) + 248) (7.5.35) 


—2i P — 2Q2 = —3A; + A? 


有 解 ， 必 须 EE 
1 -i(3A41 十 44241) 
-i — 3A! - 24341 


Bn 
AT = -A241 (7.5.36) 
类 似 地 由 (7.5.35) 导出 
A, = ;4i (7.5.37) 
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(7.5.36), (7.5.37) 即 为 使 一 阶 量 有 解 的 可 解 性 条 件 . 用 A = aet, 
Aa = azet? 代入 (7.5.36), (7.5.37), 分 开 实 部 . 虚 部 即 可 解 得 A, A2, 
因而 完全 确定 了 首 项 解 . 为 节省 篇 幅 ， 4i, 42 的 求解 过 程 从 略 ， 有 
兴趣 的 读者 可 自行 求解 或 参看 Nayfeh A.H. 著 的 《 非 线性 振动 》 一 


35. 
[5j 7.5.4] 从 一 维 Boussinesq 方程 


Ci + ug T e(Qu), —0 


K 
Cz + Ut H EUUz 一 可 <uzzt 一 0 


(7.5.38) 


出 发 ， 导 出 著名 的 KdV 方程 这 里 为 波 高 ， v 为 质点 速度 ， 


e«1,K Ari Xr. | 
引入 尺度 z,t,r — et. Æ Cu 按 小 量 展开 


6= 6o sts. u=u teut: 


代入 (7.5.38) 得 
Got 十 Woz = 0 
Cos + uo: = Ô 
其 解 为 
uo = Q0 = f(r-t7), &-2z-t 
一 阶 量 为 方程 为 
Qut + Uis = —(Gouo)z ~ Cor = —-2f fe — fr 
K 
uit + izr = —uguor 十 3 “azt — Uor 


K 
= -f fe- Flee- h 
我 们 寻找 Gu 的 波形 解 ， 即 


C1 = gi (£, T) , uy — g2(é, 7) 


(7.5.39) 


(7.5.40) 
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”代入 (7.5.40) 得 到 


—gie + g9 = —2f fe — fr 


" (7.5.41) 
gie — 92e = —f fe — 33 feee — fr 


(7.5.41) 是 ge goce. 的 线性 代数 方程 组 ， 其 系数 行列 式 为 零 ， 为 使 
ge 92t GR, WA 


-1 一 2j fe - fr 
K =0 

1 ffe- y feee fr 

即 得 著名 的 KdV JT C l 
3 K 

f. of ft 十 rer: 一 0 (7.5.42) 

该 方程 有 孤立 波 解 
j=a E -i- 550] (7.5.43) 


7.6 边界 层 理论 


对 于 最 高 阶 导 数 乘 以 小 参数 < 的 微分 方程 ， 其 退化 问题 常 引起 
偏 微分 方程 的 类 型 改变 或 微分 方程 的 降 阶 ， 因 而 原来 适 定 的 定 解 条 
件 变 得 不 适 定 了 , 使 得 退化 问题 无 解 , 或 者 说 原 方程 的 解 在 e = 0 时 
发 生 了 性 质 的 突变 ， 边 界 层 理论 和 WKB 理论 为 这 类 方程 提供 了 求 
解 渐 近 近似 的 摄 动 方法 ， 这 种 微分 方程 的 解 一 般 在 < 一 0 时 形成 剧 
变 区 ， 如 果 该 区 的 厚度 随 。 趋 于 零 而 趋 于 零 ， 则 称 该 区 为 边界 层 ， 
可 用 边界 层 理论 求 其 近似 值 ， 如 果 该 区 的 厚度 当 < -* 0 时 仍 为 有 限 
大 小 ， 则 必须 用 WKB 理论 求 其 近似 值 ， 但 WKB 理论 只 适用 于 线 
性 方程 ， 而 边界 层 理论 可 用 于 非 线性 情况 ， 对 于 线性 方程 来 说 ， 边 
界 层 理论 只 是 WKB 理论 的 一 种 特殊 情况 ， 某 些 边界 层 型 奇异 摄 动 
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问题 也 可 用 多 重 尺度 方法 求解 ， 本 章 TA 节 中 例 7.4.3 已 经 说 明 . 
WKB 方法 也 已 经 在 本 书 第 五 章 作 了 介绍 ， 所 以 本 节 只 介绍 边界 层 
”理论 ， 包 括 匹 配 渐 近 展开 和 复合 展开 式 . 

匹配 渐 近 展开 法 是 处 理 边界 层 型 奇异 摄 动 问题 的 主要 方法 .该 
方法 是 由 著名 的 流体 力学 家 Prandtl 葛 定 基础 的 . 1905 年 ， 他 在 
解 大 Reynolds 数 绕 流 物 体 的 粘性 流动 流 场 时 ， 把 流 场 分 为 两 个 区 
“ 域 ， 远 离 物 面 的 势 流 区 和 物 面 附近 的 蘑 的 边界 层 ， 在 势 流 区 他 忽略 
流体 的 粘性 ， 因 而 无 粘 的 势 流 解 适用 ， 在 边界 层 内 法 向 速度 变化 激 
烈 ， 粘 性 起 了 重要 的 作用 . 为 此 ， 他 把 法 向 坐标 放大 VR fü (RON 
Reynolds 数 ), 导出 了 边界 层 方程 ， 求 出 两 个 区 域 的 解 后 ， 青 把 两 个 
解 匹配 衔接 起 来 ， 提 出 了 车 名 的 Prandtl 匹配 原理 .他 得 到 的 结果 
与 实验 相符 合 ， 有 力 地 促进 了 航空 事业 的 发 展 . 

边界 层 型 奇异 摄 动 问题 的 解法 也 是 如 此 .在 函数 变化 平缓 的 边 
界 层 以 外 的 区 域 ， 用 正则 摄 动 法 求 出 其 外 解 ， 而 在 函数 变化 剧烈 的 
边界 层 内 把 自 变量 放大 ， 把 原 方程 变 为 新 自 变 量 的 方程 ， 再 用 摄 动 
展开 求 出 内 解 ， 然 后 用 匹配 原理 把 内 解 和 外 解 匹配 起 来 . 

边界 层 的 位 置 是 在 求解 过 程 中 首先 会 碰 到 的 问题 .在 有 些 物理 
问题 中 边界 层 的 位 置 是 很 清楚 的 ， 如 粘性 流体 绕 流 物体 时 边界 层 在 
物体 表面 .但 在 有 些 物 理 问题 和 数学 问题 中 边界 层 的 位 置 事先 不 太 
清楚 ， 需 要 在 问题 求解 过 程 中 加 以 确定 ， 一 般 的 说 ， 为 了 内 外 解 能 
够 匹配 ， 内 解 一 般 有 指数 衰减 项 ， 若 内 解 无 衰减 项 ， 则 该 处 无 边界 
层 . 

”引进 适当 的 放大 坐标 是 求解 奇异 摄 动 问题 的 一 个 基本 技巧 ， 通 
“过 坐标 放大 可 以 分 析 边 界 层 的 精细 结构 . 钱 伟 长 (W.Z. Chien) 形象 
地 把 坐标 放大 比 作 放 大 镜 和 慢 镜头 . 坐标 放大 与 边界 层 位 置 都 需 在 
问题 求解 过 程 中 加 以 解决 . 

内 外 解 的 渐 近 序列 也 是 要 考虑 的 问题 . 在 简单 的 问题 中 ， cd 
整数 次 寡 是 被 经 常 采用 的 ， 但 在 很 多 问题 中 ， 渐 近 序 列 往往 不 能 
先 确定 ， 而 需要 在 求解 过 程 中 和 逐 阶 确定 例如， 先 确定 零 阶 外 解 ， 
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再 根据 外 解 及 匹配 原理 确定 内 解 的 首 项 ， 然后 按照 匹配 原理 及 首 项 
内 、 外 解 ， 再 考虑 外 解 第 二 项 的 阶 , 解 出 第 二 项 外 解 后 ,再 依次 确定 
内 阶 第 二 项 的 阶 ， 等 等 ， 依 次 继续 ， 

下 面 我 们 用 一 个 例子 具体 说 明 如 何 用 匹配 渐 近 展开 方法 解 边界 
层 型 奇异 摄 动 问题 ， 

[ 例 7.6.1] 试 求 方程 


ey ty +y=0, y(0)-a, y(1) 55, as be (7.6.1) 


的 解 的 一 致 有 效 渐 近 展开 . 

我 们 在 例 7.1.4 中 讲 过 这 个 问题 ， 按 正则 摄 动 方法 求解 的 话 ， 
其 首 项 满足 一 个 一 阶 常数 微分 方法 (7.1.30), 但 却 要 满足 两 个 边界 条 
件 ， 因 而 其 退化 问题 无 解 ， 我们 也 介绍 了 (7.6.1) 的 精确 解 ， 并 从 图 
7.1.1 48, iiS y 在 x = 0 附近 变化 剧烈 ， 有 一 个 边界 层 ， 现 在 我 们 
用 匹配 渐 近 展开 法 来 求解 ， | 

首先 求解 边界 层 区 域外 部 的 解 ,， 称 作 外 解 ， 记 作 y. 外 解 的 渐 
近 展 开 式 称 作 外 展开 式 . 先 求 其 首 项 ui. 按 正则 摄 动 理论 ， 把 上 式 


y? = X? + O(e) 
代入 (7.6.1) 可 得 如) 满足 的 方程 
w yb =0 (7.6.2) 


函数 y dax, Bul 满足 的 是 一 阶 常 微分 方程 ， 只 能 满 
足 一 个 边界 条 件 ， 又 因为 yO 是 边界 层 外 部 的 解 ， 所 以 它 只 能 满足 
边界 层 外 面 的 边界 条 件 ， 即 


i1) =b — (164) 


于 是 
yt?) = pel-? (7.6.4) | 
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若 事先 不 知道 边界 层 的 位 置 ， 那 么 可 求 出 其 通 解 ， 待 用 下 面 的 
办 法 求 出 其 边界 层 位 置 之 后 ， 再 用 相应 的 边界 层 外 面 的 边界 条 件 定 
出 问题 的 解 . 

现在 来 求 边界 层 内 部 的 解 ， 称 为 内 解 ， 记 作 y”. ARKAE 
展开 式 称 作 内 展开 式 . 先 求 其 首 项 y. 为 此 ， 先 要 对 自 变量 进行 放 
大 ， 受 精确 解 (7.1.32) 及 (7.1.33) 的 启发 ， 我 们 引入 放大 变换 


上 =z/ex， 入 >0 fpk (7.6.5) 


(车 事先 不 知道 边界 层 位 置 , 可 引入 变换 上 = (z 一 zo)/ex, 其 中 zo =0 
或 1). 方程 (7.6.1) 变 为 
rt. 十 e +y=0 (7.6.6) 
对 于 入 有 三 种 情况 . 
(1) 入 > 1. (7.6.6) 的 第 一 项 在 e 2 0 时 远大 于 其 它 项 ， 所 以 首 
项 内 解 vi 满足 d'y /d£? = 0, ARA yi) = 4 上 + BE, 其 中 ALB X 
待定 常数 ， 由 边界 层 内 的 边界 条 件 及 下 面 要 讲 到 的 匹配 条 件 决定 . 
求 出 内 解 、 外 解 之 后 ， 我 们 假定 有 一 个 内 解 、 外 解 都 有 效 的 公共 区 
域 ， 因 而 在 这 个 区 域 中 内 解 和 外 解 应 该 相等 ， 两 个 浙 近 近似 应 具有 
相同 的 函数 形式 ， 且 


(o) 


lim yy 一 im yl? (7.6.7) 
— O0 . 


( 因为 对 图 定 的 非 零 的 z 来 说 , 当 e 20 Hj, = 5 > 00), 显然 ， 
现在 求 到 的 解 yO 与 v 不 满足 (7.6.7), 即 无 法 匹配 . 
(2) 0 < À < 1, 方程 (7.6.6) 的 第 二 项 为 主要 项 ， 首 项 内 解 满足 
y? (£) =0, y = A, 同样 无 法 满足 式 (7.6.7), 无 法 匹配 
(3) 和 = 1, (7.6.6) 的 主要 项 为 前 两 项 ， 首 项 内 解 满足 yo 二 
yo? = 0, 利用 边界 层 内 的 边界 条 件 y (0) = a, 其 解 为 a+ Ag (e 5 — 
— 1, 由 匹配 条 件 (7.6.7), 可 得 Ao =a — be. 
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假如 我 们 事先 不 知道 精确 解 ， 不 知道 边界 层 在 何 处 ， 而 用 《 = 
r — zo/s ^ ARR (7.6.5) 进行 放大 变换 ， 则 其 它 情况 均 相 同 ， 只 不 过 
当 ro=1 ft, x -gro < 0, EWR Ih E> —oo 因而 入 =1 时 
的 yi) 的 指数 项 为 指数 增加 项 ， 而 不 是 指数 衰减 项 ， 因 而 无 法 与 外 
解 用 (7.6.7) 式 进 行 匹 配 . 这 正好 说 明 在 x = 1 处 不 可 能 有 边界 层 ， 
否则 会 导致 内 、 外 解 无 法 匹配 .一 般 的 说 ， 在 内 解 中 应 有 指数 衰减 
项 ， 不 能 有 随 内 变量 无 限 增长 的 项 ， 否 则 将 无 法 匹配 ， 这 也 是 判别 
该 处 有 无 边界 层 的 一 个 基本 准则 . | 

综 上 所 述 ， 我 们 可 知 问题 (7.6.1) 的 边界 层 在 z = 0 处 (即使 不 
知道 精确 解 ， 通 过 上 面 的 分 析 也 能 知道 边界 层 的 位 置 ), 而 内 变量 的 
放大 为 = z/e, B (7.6.5) RHH 入 = 1, 内 部 解 为 


ne = a — Acg(1— e^*) (7.6.8) 


知道 了 边界 层 位 置 后 ， 外 解 用 边界 层 外 的 边界 条 件 ， 内 解 用 边界 层 
由 的 边界 条 件 ， 由 匹配 条 件 得 Ao = a — be. 

从 上 面 的 求解 过 程 中 我 们 知道 求 出 外 解 、 内 解 之 后 必须 进行 匹 
配 ， 即 要 求 在 内 、 外 解 都 有 效 的 公共 有 效 区 内 ， 两 个 渐 近 近似 具有 
相同 的 函数 形式 . 渐 近 匹配 与 拼接 法 有 点 相似 ， 拼 接 法 是 在 一 个 扩 
处 比较 两 个 函数 及 其 导数 ， 多 适用 于 可 求 得 封闭 形式 解 的 情况 ; 渐 
近 匹 配方 法 匹配 的 是 微分 方程 的 渐 近 近似 而 不 是 他 们 的 精确 解 ， 匹 
配 法 是 在 一 个 区 间 上 比较 两 个 函数 ， 且 匹配 区 间 的 长 度 随 摄 动 参数 
及 匹配 的 精度 而 变化 . 

通常 所 用 的 匹配 原理 有 三 种 . 

1. Prandtl 匹配 原理 : 

外 解 的 内 极限 = 内 解 的 外 极限 
即 
im y? (x,e) = dim, y? (Ee) | (7.6.9) 


也 可 写 为 
ND = [yd (7.6.10) 
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Prandtl 匹配 原理 一 般 只 适用 于 首 项 ， 用 到 高 阶 项 可 能 会 出 问题 . 
2. Van Dyke (1964) 匹配 原理 
n 项 外 解 的 m 项 内 展开 =m 项 内 解 的 项 外 展开 
Bp 


[S 60( eyg =È ae )y to) (7.6.11) 
p=0 
这 里 等 式 左边 指 的 是 ， 取 外 解 的 前 n 项 ， 写 成 内 变量 的 形式 再 按 小 
参数 展开 取 其 前 m 项 . 等 式 右边 是 : BARNA m 项 ， 改 写 为 外 
变量 的 形式 然后 按 小 参数 e 展开 取 其 前 n 项 . 

上 述 二 种 匹配 原理 都 假定 内 、 外 解 有 公共 有 效 区 ， 但 究竟 内 外 
解 有 无 公共 有 效 区 呢 ? 这 就 要 用 下 述 的 Kaplun 中 间 匹 配 原 理 来 决 
E. 

3. Kaplun (1957) 中 间 TE RUBUS 

车 函数 的 外 展开 为 ll 6 (e) (zx)， 内 变量 为 z/v(e), 内 展开 


为 XA MX (v0)), — rz, = z/n(e), n. (e) 为 一 渐 


近 序列 对 于 某 个 7 —0,12,-- 存在 着 正 整 数 D,s 和 阔 数 nı (e), 
mle) (v(e)&£m&mx1), 使 得 对 所 有 满足 m«m K m 的 ?了 有 


zo 6, (e)ul? (na) — Y An(e)y (nzs/v(e)] = 0 


n--Ü 


mn 

(7.612) 

则 称 内 外 展开 式 是 匹配 的 ， 匹 配 到 Olu tej 它们 的 公共 有 效 区 为 

T «m «0. 对 每 个 "来 说 ，T1 和 mo 的 形式 各 不 相同 ， 但 pr(e) 

随 E ATERRAR, m 变 大 而 ga 变 小 ， 因 而 公共 有 效 区 越 来 
越 小 ， 直 至 消失 . 

Fraenkel (1969) 比较 了 这 些 原则 , 指出 ， Van Dyke 匹配 原则 有 

时 可 能 导致 错误 的 结果 ， 但 较 Kapun 原理 易于 应 用 . 所 以 Kaplun 

匹配 原理 一 般 用 于 理论 问题 研究 ， 而 Prandtl 和 Van Dyke 匹配 原 

理 已 被 广泛 应 用 于 力学 、 物 理 、 化 学 和 生物 等 各 个 领域 
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下 面 我 们 继续 求解 例 7.6.1 的 高 阶 项 ， 并 说 明 如 何 运用 这 些 匹 
配 原理 . (7.6.1) 的 解 的 外 展开 式 为 


yo = V en 


n-Ü 


代入 (7.6.1) 可 得 y 满足 的 方程 和 边界 条 件 


v9 + yO = y) , yu,(1)20 (n21) (7.6.13) 

其 解 为 
y? = bel-*(1— x) | (7.6.14) 
y? = be! =e qa _ zy! 120 — 2) (7.6.15) 


y? =F e^y (e) 


nzÜü 


代入 (7.6.1) 可 得 (P 满足 的 方程 和 边界 条 件 ， 


yi y = yO) , 40(0 —0, n21 (7.6.16) 
其 解 为 
y = Ai(1— e£) - [a — Ao(1 + e7*)]E (7.6.17) 


f = A17 6) - (1-796 (a - Ag (5E — £)+ 
Az tef (7.6.18) 
上 面 我 们 已 对 内 、 外 解 首 项 运用 Prandtl 匹配 原理 得 到 了 解 . 
下 面 我 们 对 两 项 内 、 外 解 试用 Prandtl 匹配 原理 . 
lim (y^ + eyf?) = be(1 +e) 
dim. (yt) 十 eye )2a- Ao t e[Ai ~ (a — Ao)£] 


: 236 * 


为 使 Prandtl 匹配 原理 (7.6.9) 成 立 ， 必 须 使 
Ao=a— be, Ao=a, A, = be 


一 般 情 况 下 上 述 三 个 等 式 不 能 同时 满足 ， 所 以 Prandtl 匹配 原理 不 
适合 于 多 项 解 的 匹配 ， 只 适合 于 首 项 的 匹配 . 


高 阶 近 似 的 匹配 可 用 Van Dyke 匹配 原理 ， 下 面 我 们 用 它 对 三 
项 内 解 和 外 解 进行 匹配 
三 项 外 解 go bel (1-ee(1- z) ee" — 2) e 20 - z)) 
写成 内 变量 belt] + e(1— et) e? [(. ~ e£)? 20 ~ e£) 
取 三 项 内 展开 bell + e(l- £) e CE - 26 Š) 
写 回 外 变量 De[(1— r+ z2?) + e(1 — 22) + Že? 
三 阶 内 解 y® ~ a— Ao + Aoe™!  e(Ai — (a — Ao) 
-(A1 — Ao£)e™$}) +€? {A2 — Ait + (a — ANGE — € 
-A2 + As£ - Az Oe) 
写成 外 变量 a 一 Ao E e[Ai — (a — Ao) =] e" [42 


T lz? z 
TA 十 (a 一 Ao)(2 73 — z) + EST 


取 三 项 外 展开 (a 一 Ag)(1— z— za?) 二 el41(1 — x) 
—(a — Ao)z] + Ae? 


xh EST 指 的 是 指数 无 穷 小 项 ， 即 含 e- 或 e-z/s 的 项 应 用 Van 
Dyke 匹配 原理 (7.6.11) 可 得 


Ao=a—be, A!=be, -A = be (7.6.19) 


下 面 我 们 再 用 Kaplun 中 间 匹 配 原理 对 (7.6.1) 的 内 、 外 解 进行 
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匹配 .我 们 取 urle) = 6", HF r = 0, 我 们 取 P=s= 1 为 使 


lim [46 (nzn) = 6 (znn/e)] 


TT: IC IT 


| 


lim {ben — [(a — Ao) + Age ""/*]) 
rg Bb 
lim [be + O(n) — (a - Ag) + EST| = 0 
rg BE 
成 立 , 只 要 Ag = a— be BERT, 对 n HERRA e«m«1. 这 表明 对 首 项 
匹配 而 言 , 三 种 匹配 方法 所 得 结果 均 相同 , 而 Kaplun 中 间 匹 配 原理 
不 指出 公共 有 效 区 比较 宽 ，e&n&1. 对 于 "= 2, 我 们 取 p=s=3 
. 1 o i i i 
lim IUS Fey bey p -ey ey) 
z WE 


1 
= lim {bell — NEn + "IUE ? + O(n)] 


zn Wi 


5 
十 be[s(l — 2nz4) + O(en?)] + abee” + O(e?q) 
£ 
-(a — Ao) - eh - (a — Ag) 71 2) — g?[A; — AES n 


1 T 
+(a — Ag) XE - "1. EST) =0 


得 到 Ao = a — be, A; = be. Az = Šbe,e&«n&e?’, 结果 与 Van Dyke 
匹配 原理 的 结果 相同 . 公共 有 效 区 «nK? He r= 0 时 小 了 很 
多 . 
问题 (7.6.1) 的 解 已 经 用 内 解 、 外 解 的 形式 表示 出 来 了 . 对 于 一 
个 较 小 的 z 的 具体 的 数 ， 究 竟 应 该 用 外 解 呢 ?还 是 用 内 解 ? 这 是 一 
个 问题 ， 为 此 ， 最 好 的 解决 办 法 是 能 给 出 一 个 在 整个 区 间 内 对 所 有 
的 z 都 一 致 有 效 的 渐 近 展开 式 即 所 谓 组 合 展开 式 . 最 一 般 的 办 法 是 
由 内 外 展开 式 之 和 减 去 它们 的 公共 项 ， 即 


y =y 4 9 — (YNO =y y - (090) (7.6.20) 


上 式 后 一 个 等 号 的 成 立 是 因为 按照 匹配 原理 (y) = (y(9)09. E 
外 部 区 域 (7.6.20) RH y = go ,而 在 内 部 区 域 为 y — y®. 也 可 以 
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按 下 式 作 出 组 合 解 
y= yoy yO = y (0) /(q 9 
TX, E MUBAZEDOAESqpPETI.BAUAS (y9)9-01 
很 难处 理 . 
| 按照 (7.6.20), 问题 (7.6.1) 的 解 的 组 合 展 开 式 为 〈( 取 三 项 内 、 外 
解 ) 
y = y (9 + y — (y 
-de-* (1 e(1-z) + ell - 2? 20 - 2)]) 
| 4 | (7.6.21) 
十 {(a ~ be)(1 +z + 5*) — g|be — (a 
—2be)z| 一 be? je tle 4- O(e?) 


有 的 时 候 一 个 问题 中 有 好 几 个 边界 层 ,它们 可 以 在 边界 的 一 端 ， 
也 可 以 在 两 端 . 在 力学 中 有 它们 对 应 的 问题 , 如 两 端 固定 的 梁 , 流体 
力学 中 绕 流 物体 的 热 边界 层 和 粘性 边界 层 等 等 ， 请 看 下 面 的 例子 . 
[54 7.6.2] 试 求 边 值 问题 


ey" -y =1, w0)-o.v(0-—8,y()-7r (7.6.22) 


的 解 的 一 致 有 效 渐 近 展开 . 

(7.6.22) 的 退化 问题 为 -y = 1, 三 阶 微分 方程 降 为 一 阶 方程 ， 
因而 定 解 条 件 只 须要 一 个 , 另外 两 个 边界 条 件 须 要 放弃 . 一 般 的 说 ， 
放弃 几 个 边界 条 件 就 意味 着 该 问题 有 几 个 边界 层 ， 这 二 个 边界 层 可 
能 在 一 端 也 可 能 在 两 端 ， 因 此 ， 在 解 外 解 时 ， 最 好 都 不 用 这 些 边 界 
条 件 . 

我 们 寻找 形式 为 


y9 = y? +461(e)y 4... (7.6.23) ` 


的 外 展开 式 ， 式 中 e 一 0 时 61(e) 一 0. 在 简单 情况 下 51(e) 可 以 取 
作 e, 但 对 本 例 却 不 合适 ， 因 此 只 能 写 为 ôl), 而 且 假 定 bi(e) o» e, 
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其 具体 形式 由 匹配 原理 决定 . 把 (7.6.23) 代入 (7.6.22) 可 得 


-ya =1, y? = —t- Co 


--0, y=0 
所 以 | 
y) — —z-CÓ (se)C 十 (7.6.24) 
其 中 Co,C1 为 任意 常数 ， 由 匹配 原理 决定 . 
假定 x = 0 处 有 边界 层 ， 求 其 内 展开 式 ， 引入 放大 变换 


上 =z/ex*， 入 >0 


(7.6.22) 变 为 | | 

ATE 一 MAT —1 (7.6.25) 
若 入 > 直上 式 的 第 一 项 为 主要 项 ,其 解 为 AC BE-- C, BE € 一 oo 
而 趋 于 oo, 没有 衰减 项 ， 不 能 与 外 界 匹 配 . EA < 3, (7.6.25) 的 第 
二 项 为 主要 项 ， 其 解 为 常数 ， 一 般 情 况 下 也 无 法 匹配 ， 所 以 能 与 外 
界 匹 配 的 入 = 3, (7.6.25) 变 为 


4G) dul) | 
dy dy* 1n (7.6.26) 


d£? d£ 
”显然 内 展开 的 形式 应 为 
yÒ = yP (e) + veyP (e) + 
代入 (7.6.26), & € 的 同 次 圳 的 系数 相等 ， 有 
mi) (i) — 
o =w =? (7.6.27) 


PO yOz 


2Z==0 处 的 边界 条 件 为 


y^ (0) =a, 
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Bp 


s (7.6.28) 


i d 
vi (0) = 0 , 2 
零 阶 内 解 为 
T —ag-c-a,€ 54 a2et (7.6.29) 


为 使 内 、 外 解 能 匹配 ， az = 0( 否 则 yÊ — oc, 34 £ 一 oo 时 ). 由 边 
界 条 件 (7.6.28) 定 出 。 a1 = 0,ao = oa 所 以 


~ W =a (7.6.30) 


一 阶 内 解 的 通 解 为 
y = —£ + by bie 5 + boef 
为 使 内 外 解 能 匹配 ， 须 令 bo 二 0. 由 边界 条 件 得 
y? = e+ (4 )0— e) (7.6.31) 


现在 按 Van Dyke 匹配 原理 进行 匹配 (m =n = 2). 
两 项 外 展开 Co — x 十 61(e)Gi 
改写 为 内 变量 Co — Ete + 61(6)Ci 
取 二 项 内 展开 Co — e£ 6i(e)C4 (M d(e) 未 知 ， 先 保留 ) 
写 为 外 变量 Co 一 z+ 十 i(e)C1 
两 项 内 展开 ocrcP[-6r (04 8)(1—e75) 
改写 为 外 变量 atej- e 0:8) - 0:4 e^ 
取 二 项 外 展开 aw cx (1-4 je! 
因此 可 得 | 


Co=a, ó(e) 2 7? , C, (14 8) (7.6.32) 


到 此 为 止 ， 外 解 (7.6.24) 已 完全 确定 了 ， 按 (7.624), y/?(1) = a - 
| (1-4 8)e? Er, 2 — 1 处 的 边界 条 件 还 不 满足 ， 所 以 在 z= 1 
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处 还 有 一 个 边界 层 . 与 x = 0 处 一 样 ， 经 过 分 析 可 知 内 变量 为 《== 
(1— z)/:V?, 内 解 为 


y = y E Ve m rede 5-1) eC ds -e S) 
由 Van Dyke 匹配 原理 得 
di 二 rr-Qa+1, ds=1+8 
最 后 可 得 组 合 展开 式 
y = y+) + (D — (yD) - (yO 
—-a-z4e?( 8) ace"? [-£4 (12 8)0 -et)+ 
+r + (r - a -- 1Y(e^* — 1) + ete + (1+ 8)(1 — e7€)] 
-a +e - e" (1 8) - (a - 1) - e" (C14 B) + 
—-a-zt(r-o-cl)je-64-c7(--8(1-et—e€)o.. 
(7.6.33) 
在 本 例 中 ， 若 直接 对 零 阶 外 解 应 用 边界 条 件 y (0) = o, 所 得 结果 
与 匹配 结果 相同 . 一 般 而 言 ， 若 函数 在 某 边界 处 有 一 个 边界 层 ， 那 么 
外 解 必 须 在 该 处 放弃 一 个 边界 条 件 ， 对 于 首 项 解 ， 可 以 按照 边界 条 
件 中 所 含 导数 阶 数 的 高 低 ， 从 高 到 低 ， 依 次 放弃 ， 这 对 于 简单 的 问 
题 没有 什么 ， 但 对 于 比较 复杂 的 问题 ， 能 把 外 解 先 定 下 来 就 简单 多 
T. 注意 ， 对 于 高 阶 项 就 不 能 这 样 做 了 .另外 ， 本 例外 解 中 的 61(e)， 
不 必 等 到 匹配 时 再 决定 ， 事 实 上 ， 求 得 内 变量 为 z/VE 后 ， 就 可 以 
想到 61(e) 应 取 为 Ve. 
下 面 的 例子 告诉 我 们 在 一 端 也 可 以 有 两 个 边界 层 . 
[ 例 7.6.3 ] RRE 


ey ay +(r —ey-0, y(0-—2o,y1)-8 (7.634) 


Ed 


的 解 的 一 致 有 效 渐 近 展 开 式 . 
由 习题 〈7.19) 可 知 ， 该 问题 的 边界 层 在 x = 0 处 . 
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先 求 外 解 ， 由 (7.6.34) 可 得 


ry + ry -0, Wl)=8 


y= fel-* (7.6.35) 


HAREA E= z/e^, 代入 (7.6.34) 得 


(i) 
e372 D eng  (e9€8 — ey (9 — 0 (7.6.36) 
由 于 外 解 中 忽略 了 第 一 项 ， 所 以 在 边界 层 中 一 般 应 把 第 一 项 包含 进 
E. 为 此 ， 对 于 能 与 外 界 匹配 的 情况 为 入 = 1 H 


yn 一 TN —0, T 一 ae 飞 (7.6.37) 


为 了 能 匹配 bet 已 经 从 y HEET. 按照 Prandtl 匹配 原理 ， 
lim yo = ße 而 am y® = = 0, 不 能 进行 匹配 . 为 此 , 我们 按 Kaplun 


中 间 匹 配 原理 ， 引入 中 间 变 量 rQc-—cr/)9,€«Óm«Ll, 进行 中 间 匹 配 . 


lim (Ce 一 一 ae *) 


zy HW 
= lim [Be(1 ~ NEn + O(n?)) — ae "*»/*| = le #0 
» p 

这 说 明 这 二 个 解 没有 公共 有 效 区 , 不 能 匹配 . 实际 上 , 该 问题 在 x = 0 
附近 还 有 一 个 边界 层 ， 即 在 z= 0 处 有 二 个 边界 层 ， 而 且 第 一 个 边 
界 层 的 厚度 比 。 要 大 ， 它 介 于 两 个 有 效 区 之 间 ， 与 这 两 个 有 效 区 都 
有 公共 的 有 效 区 . : 

现在 回 过 头 来 仔细 分 析 一 下 (7.6.36). 显然 , 方程 中 任何 单独 的 
一 项 作为 主 项 所 得 的 解 均 不 能 与 外 解 进 行 匹配 ， 那 么 让 我 们 来 看 看 
任何 两 项 作为 主 项 的 情况 . 第 一 第 二 项 同 阶 (A = 3/4) 和 第 一 第 三 
项 同 阶 (入 = 3/5) 时 ， 主 项 为 y == 0, 平凡 解 显然 不 能 匹配 ， 第 一 第 
四 项 同 阶 时 即 为 (7.6.37), 也 不 能 匹配 .事实 上 这 是 可 以 预见 到 的 ， 
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因为 (7.6.37) 中 的 两 项 正 是 方程 (7.6.34) 在 求解 时 略 去 的 两 项 ， 方 
fg (7.6.37) 并 不 包括 任何 与 外 解 有 关 的 项 ， 这 样 (7.6.37) 与 外 解 变 
得 毫 不 相干 ， 自 然 也 就 无 法 匹配 ， 第 二 、 第 三 项 同 阶 时 即 为 外 解 的 
方程 . 第 三 、 第 四 项 同 阶 (A= 1/3) 时 ， 主 项 为 dy/d£ =0,y =a th 
不 能 与 外 解 匹 配 . (7.6.36) 的 第 二 、 第 四 项 同 为 该 方程 的 主 项 时 ， 
还 可 以 得 到 一 个 可 以 匹配 的 解 ， 此 时 A — 1/2, 确实 ， 其 边界 层 厚度 
el/2 比 e 要 大 . 令 5 = z/el/2, 可 得 首 项 方程 


(ay -y =0 


其 解 为 
A) = de (7.6.38) 


d 为 常数 由 V 与 V? 匹配 决定 ， 即 


(I) 


(9 — lim yP, pe=d (7.639) 


lim y lim 
z—0 6-300 


而 VD 与 yO 的 匹配 则 自动 满足 ， 即 


limu = lim 4? =0 
Enw = im 


由 (7.6.20) 知 边界 层 型 奇异 摄 动 问题 的 组 合 解 可 以 写 为 
y = y? + [y(9 — (YNO = yO + [y(9 — (y (9) 
上 式 可 以 看 作为 两 项 F(x,e) = y? 5 GE, e) = y? - (y(0)0 之 
和 ， 即 
y(z,e) = F(z,e)+G(€, e) | (7.6.40) 
受 此 启发 ， 有 人 觉得 先 求 外 解 、 再 求 内 解 、 然 后 匹配 ， 给 出 组 合 展开 
这 样 的 匹配 渐 近 展开 过 程 太 复杂 ， 他 们 直接 把 解 写 为 (7.6.40) 的 形 
式 ， 而 且 认 为 它们 处 处 有 效 、 满 足 所 有 的 边界 条 件 ， 他 们 认为 这 样 


更 快捷 、 方 便 ， 这 就 是 所 谓 复 合 展开 法 . 
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复合 展开 最 早 由 钱 伟 长 (W.Z. Chien) 教授 (1948) 提出 并 应 用 
之 . 他 在 1948 年 在 解 薄板 大 挠 度 问 题 时 就 已 经 应 用 了 这 种 技术 , 比 
国外 最 早 应 用 这 种 方法 的 Latta 还 早 了 3 年 . 他 们 把 解 写 为 
y = f(x,e) + exp(-G(z)/&)g(z, €) (7.6.41) 
甚至 直接 写作 
y —f(ze)-cexp(-z/e)g(m,e) - 
一 2 E” falx, £) t exp(—2/e) 2, < gn(2,5] 
很 显然 ， 这 里 f 为 外 解 ， 而 内 解 则 是 两 部 分 的 和 ， 
我 们 再 次 以 (7.6.1) 为 例 来 说 明 此 法 的 应 用 . 


假设 (7.6.1) 有 (7.6.42) 形式 的 一 致 有 效 展开 ,把 (7.6.42) 代入 
— (15.1) 对 所 有 的 n, 令 en 和 ere-?/: 的 系数 为 零 可 得 递 推 方 和 


(1.42) 


fot fo-0, g-g=0 (7.6.43) 

Rht*he-fo.95-mn-9»5 (7.6.44) 

fitfa--fi.g9-m-s4 (7.6.45) 
边界 条 件 是 

fa) =b, fo(0)- go(0) — a (7.6.46) 

fall) 0, fn(0)+9n(0)=0 (n21) (7.6.47) 


上 述 边界 条 件 忽略 了 含 指数 的 小 量 Egh). 这 些 方程 满足 相应 
边界 条 件 的 解 分 别 为 


fo = be^? ， go = (a — beje” (1.6.48) 
fisb(1i-z)! ?, gı = [—be + (a — be)r]e? (1.6.49) 


f2 = 6(1 一 z)(5 一 ze 7， g= [= te + (2a — 3be)x 


*z(a — be)z^]e* (7.6.50) 
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于 是 展开 式 (7.6.42) 成 为 
y= oli + e(l- a) + Ë (1 - x) - 2) e {a — be | 
+e[—be + (a ~ be)z] + PUE + (2a — 3be)z (7.6.51) 
za — be)a?]]e*7*/* + O(e3) 


上 式 与 匹配 渐 近 展开 的 结果 (7?.6.21) 在 形式 上 略 有 差别 ， 但 它们 的 

外 部 展开 (z 固定 ， < 一 0) 和 内 部 展开 (E= z/e WE, < 一 0) 是 

完全 相同 的 . | 

| Bromberg 等 人 直接 把 解 瑟 成 (7.6.40) 的 形式 ， 并 且 认 为 GE 
内 部 匹配 之 外 是 可 以 忽略 的 ， 即 《一 co 时 ， G(&,e) — 0 所 以 对 

(7.6.40) 取 外 部 极限 时 


y? = F(z,c) = Fo(x) + eF (£) + e° Fox) +- (7.6.52) 


它 满足 用 外 部 变量 表示 的 原来 的 微分 方程 及 边界 屋外 的 边界 条 件 . 
内 部 变量 为 上 = r/e, 对 (7.6.40) 取 内 部 极限 时 
gc) — r9? 4G 
= Fo(0) + Go(£) + e[F5(0)6 + F1(0) + Gi(£)] 
te? [5EY (0)E? + FI(O) + Fal0) + G2(€)] + 
- (7.6.53) 
它 满足 用 内 部 变量 表示 的 原来 的 微分 方程 及 边界 层 的 边界 条 件 . 
我 们 还 以 (7.6.1) 为 例 来 说 明 此 方法 的 运用 . 
由 (7.6.52) 知 F 为 外 部 展开 式 ， 所 以 可 用 正则 摄 动 的 办 法 求 得 
它 的 递 推 方程 和 边界 条 件 


F-F-0 F)-b (1.6.54) 
F! + Fa=-F" FQ)-0 (n>1) (7.6.55) 
为 了 确定 G 的 方程 ， 先 把 (7.6.1) 化 为 内 部 变量 的 方程 
d'y dy H 
de 十 dt +ey —0 


* 246 * 


» Game FF 4A am -— ga 


把 (7.6.53) RAER, $ e 的 同 次 宕 系数 相等 有 
| Go 4 G, —0 | (7.6.56) 
G' + G! = -Go — F1(0) — Fo(0) (7.6.57) 
G5 +G = -G1 + (Fg(0) + FY (0)]E — FY (0) — Fi (0) — F1(0)(1.6.58) 
它们 的 边界 条 件 分 别 为 | 
Fy(0)--Go(0) =a, F,(0)2-G,(0) 20 (n21) (1.6.59) 
G,(oo) 20  (n20) (1.6.60) 
(7.6.54), (7.6.55) 的 解 为 
而 =belz ,FQ-b(-—z)el? 
F; = 58(1 一 zj](5 一 wel 
G 的 各 阶 解 为 
Go = (a—beje-* ， G, = [(a — be)£ — beļe ~€ 
G2 = [;(a - be)£? + (a — 2be)£ — eje t 


所 得 结果 与 匹配 渐 近 展开 式 (7.6.21) 完全 相同 . 

复合 展开 法 省 去 了 繁杂 的 匹配 过 程 ， 是 它 的 优点 .在 进行 复合 
展开 时 ， 对 问题 的 内 部 变量 及 物理 特征 需要 有 充分 的 了 解 ， 对 于 非 
线性 问题 , 用 (7.6.41) 或 (7.6.42) 的 展开 形式 , 可 能 会 产生 各 种 复杂 
情况 ， 而 且 求 解 时 可 能 需要 一 些 专门 函数 的 知识 ， 而 用 (7.6.40) 形 
式 的 展开 时 情况 可 能 会 好 一 些 . | 


7.7 非 线性 方程 的 例子 


非 线性 方程 的 边界 层 很 复杂 ， 其 位 置 及 厚度 往往 也 与 边界 条 件 
相 联系 ， 处 理 这 类 问题 需要 特别 小 心 ， 另 外 ， 在 处 理 非 线性 方程 的 
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内 解 时 ， 除 了 把 自 变 量 放 大 以 外 ， 其 函数 的 首 项 往往 不 是 s ,而 是 
A e 的 某 一 次 医 开 始 ， 这 也 须要 特殊 注意 .本 节 只 是 举 一 个 模型 方 
程 的 例子 以 说 明 这 些 复杂 性 . 

例 7.7.1. 试 求 非 线 性 方程 


ey +yy ~y=0, y0)=A,y1)=B | (7.7.1) 


“的 解 的 一 致 有 效 渐 近 展开 式 . 
先 考虑 外 解 VO, 其 首 项 满足 


y (y?) -1)—0 


其 解 为 


y =0 和 w-z4C | (7.7.2) 
其 满足 左 、 右 边界 条 件 (一 般 不 能 辐 时 满足 ) 的 解 分 别 为 


go 一 2 十 人 (7.7.3) 
(o) . 


Vo —:-B-1 (7.7.4) 


现在 考虑 内 解 。 内 变量 为 


其 中 zo 为 边界 层 的 位 置 ， 外 解 (7.7.2) 的 内 极限 为 
C -- zo +e? | (7.7.5) 


若 C +zo 关 0, 为 使 内 解 、 外 解 能 匹配 ， 则 内 解 的 首 项 为 e 阶 . 用 
内 变量 表示 时 方程 (7.7.1) 变 为 


gl 2 Ge) + g ^y, (€) - y? (E) 2 0 (7.7.6) 


可 知 只 有 入 二 1 时 (7.7.60) 才 有 可 与 外 解 匹配 的 解 . 其 首 项 yÒ 满足 


y (€) - v y? (E) =0 (7.7.7) 
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上 式 的 首次 积分 为 
WPO =C (7.7.8) 


若 C < 0, 上 式 的 积分 为 tg6,ctgE ER, MARE E> co 时 ， y 
没有 极限 ， 不 能 与 外 解 匹配 为 使 内 、 外 解 能 匹配 ， 必 须 C > 0. 设 
C = 502,(7.7.8) 的 解 为 


y (e) = pih” (E-- K) O (779) | 
或 
f (€) = cibo (E+ K) (7.7.10) 


常数 8 和 K 由 边界 条 件 和 匹配 决定 ， YOO 的 渐 近 特性 如 表 7.7.1 
BUR. 


X 7.7.1 


y? = gi (E+ K) 


li 1«8, w?t8»0 
WI «8, y? 1—-8«0 


若 (7.7.5) 中 的 C+ xo = 0, 为 使 内 、 外 解 能 匹配 ， 内 解 的 首 项 
应 为 e* 阶 ， 这 种 情况 我 们 下 面 再 分 析 . 

现在 分 析 边 界 值 4 、 B 的 各 种 情况 . 

l.A- B-1 

问题 (7.7.1) 没有 边界 层 而 有 精确 解 


v >B, n 


y? < -B, WP? t-8 


y=r+4=r+B-1 (7.7.11) 


2 A>B-1>0 


设 边界 层 在 z = 1 处 ， 则 外 解 用 yu ERU E = 
(x 一 zo)/&^, 在 边界 层 外 缘 > —o0, 由 表 7.7.1, y > -3 <0 
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而 外 解 y 2) = 4 十 1 > 0, 因而 无 法 匹配 ， 所 以 边界 层 不 可 能 在 
T=1. 

设 边界 层 在 x = 0 处 则 外 解 为 2 ,2 (0) — B-12»0. 在 
边界 层 外 绿 & oo, y ) 一 B. 由 匹配 原理 B =B -1 i. AA A 


下 降 至 yf (oc) = 8 = B — 1, 所 以 内 解 为 
y? (5) = (B - yeth +K) (7.7.12) 


K 由 下 述 边界 条 件 决 定 


W (0) = A = (B — Doth -ik (7.7.13) 
所 以 首 项 一 致 有 效 展 开 为 
y= 2 (B - Dh (5 +K) + Ole) (7.7.14) 


其 中 KK 由 (7.7.13) 决定 . 

ul B< A+1<0 的 情况 可 类 同 讨论 ， 只 不 过 xo = 1 而已. 

3. |A| « B- 1,B—-1»0 

设 边界 层 在 > = 1 处 ， 则 外 解 用 9. 在 边界 层 外 缘 £ 一 一 oo， 
由 表 7.71, y 2 —8 < 0, R yi (1) 2 A-- 1. 35 A 1 0, N 
无 法 匹配 ， 边 界 层 不 能 在 z=1. # A+1<0, M -8=A+1, HW 
解 应 该 由 上 = -co 处 的 A 十 1< 0 上升 至 €=0 Ab B 50. 由 表 
7.7.1, 内 解 为 6th&(€ +K), B. ly? | < 8. RERA -yb (一 00) = 
8=-(4+30 =-4+1-2< 互 -2, 所 以 内 解 不 可 能 在 上 E= 0 处 
上 升 至 B. 总 之 ， 边 界 层 不 能 在 m = 1 处 . 

Bust rco 外 解 ye(0) = B —1, REA y® (0) = 
升 至 y (oo) = B — 1, 所 以 由 表 7.7.1, 内 解 为 

, ©=(B-Dh eek) — (nas 

”KK 由 下 述 边界 条 件 决定 
y (0) — A 2 (B— nh —"K (7.7.16) 
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其 首 项 一 致 有 效 展开 为 
y—r4(B- Da +K) (7.7.17) 


其 中 K 由 (77.16) 式 给 出 . 对 于 |B| < |A4 1l A+1 <0 的 情况 ， 
除了 zo = 1 以 外 ， 其 余 都 可 同样 讨论 . 

4. B>0,4<0,-A>|B8-1,B>|A+1| 

若 边 界 层 在 x 二 0 处 , 则 (0) = B 一 1 = 8 = y (co), 内 解 应 
Ww (oc) = B-1 FEZ yË (0) = A. tr 7.7.1, | <8 = B-1, 
所 以 |4| = -4 应 该 小 于 有 = |B - 1], 而 这 与 假设 -4 > |B- 1] P 
盾 ， 所 以 不 可 能 有 这 种 情况 . 

若 边界 层 在 z = 1 4t, W Wi2(G) = 4+1 = yP (-%0) = 
内 解 应 从 y0) = 下 降 至 y (-oo) = A 十 1 由 表 aile « 
8 — |A x 1l, 所 以 B 应 该 小 于 B= |4+ 1] 这 与 假设 矛盾 ， 所 以 边 
界 层 也 不 可 能 在 z = 1. 

其 实在 这 种 情况 下 ， 边 界 层 已 经 从 两 个 端点 处 被 挤 到 中 间 的 某 
一 点 ， 形 成 所 谓 激 波 层 ， 而 两 端 反 而 没有 边界 层 了 ， 外 解 分 段 取 为 


W)-rrA, WI=r+B-1 (7.7.18) 


为 了 在 too 时 与 两 个 外 解 匹配 ， 内 解 只 可 能 取 th 的 形式 ， 因 
而 其 极限 为 +8. 因此 ， 激 波 位 置 ra 可 由 -yo = yo 决定 ， 即 


1—A-B 


—(xza + A) = z4 + B-1, Za= 7 (7.7.19) 
而 
o B—A-1 
yz) = 一 了 一 (7.7.20) 
按照 匹配 原理 可 得 
i | B—-A-1,B- 人 一 A-B 
y = —5 th [= 一 -— (7.7.21) 


* 251° 


所 以 首 项 一 致 有 效 展开 为 


B+A-1 B-A-1.B-A-1, 1-4A-B 
ym r4 L^ (r-——— 0) 


2 4e 
(7.7.22) 
5.0« B«1,—1« A«0,0« B« A«c1 


与 (4) 同样 讨论 可 知 两 端 均 无 边界 层 ， 又 因为 y > D, 而 当 
E 由 ~o 上 升 至 +o 时 ， 内 解 由 一 6 上 升 至 B, 不 可 能 下 降 ， 所 以 
像 (4) 那样 的 激 波 解 也 不 可 能 出 现 ， 对 这 种 情况 ， 外 解 取 为 
Zz 十 4 0<z< 一 4 
y? = 0 -A<zr<1-B (7.7.23) 
r-B-1 1-Bzz«1 
这 一 外 解 在 z 二 一 A 和 1 一 B RBJEÉRSIEE, XOU fal. AAN 
EEMMERI A+ zro = 0,B 一 1 十 xo = 0 的 情况 ,所 以 y? 的 首 
项 为 e*y( ,于 是 用 内 变量 表示 的 方程 (7.7.1) 化 为 
EAE) + ui y (£) — uo (£) =0 (7.7.24) 


而 不 是 (7.7.6). 使 (7.7.24) 能 有 与 外 解 可 匹配 的 解 的 A 2 1/2, 所 以 
其 内 变量 为 


EMT (zo = —A E 1 — B) 
由 ”应 满足 的 方程 为 
y (e) + yP yE — (e) =0 (7.7.25) 
上 式 没有 解析 解 ， 但 有 首次 积分 
i + nh — WON + oD = cons (7.7.26) 


在 右边 那个 角 层 (zo = 1 一 B) 处 ， 按 照 Prandtl 匹配 原理 
y® = Vey (€ =0 (£0,r 1- B) 


y? = ey (e) =y =r+B-1= Vet (E> oo, —1— B) 
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所 以 yi^ (E) — 0 (E > —oo), yS (E) 9 € (E 9 +oo). 由 相 平面 分 析 
可 知 ， 当 E> oo 时 有 指数 衰减 解 ， 可 与 y 相 匹配 . | 
| 对 于 左边 那个 角 层 有 类 似 的 情况 . 
6.0<B<1,A>0 
外 解 应 取 为 
oj )9 0€£z«1-— B 


yo = 
Tr 十 Bl 1—B<r<l1 


在 x 二 1- B 处 有 一 角 层 , 在 z = 0 处 函数 从 4 RAIF, BA 
有 边界 层 ， 由 于 th, cth 型 式 的 内 解 没 有 等 于 零 的 外 极限 ， 它 需要 
有 yÒ = ey (e) 形式 的 过 渡 解 趋 于 外 解 的 零 ， 从 而 形成 所 谓 的 过 


渡 层 ， 也 就 是 说 在 z = 0 处 有 二 个 边界 层 ， 其 厚度 分 别 为 Ole) 和 
O(e ME 对 于 厚度 为 Ol?) 的 过 渡 层 ， 


一 Z/VE (7.7.27) 
内 解 y = veu, ui 满足 (7.7.25), 其 匹配 条 件 为 
(€ 20 (£— *oo) (7.7.28) 
所 以 首次 积分 (7.7.26) 中 的 常数 应 为 零 ， 由 相 平面 分 析 可 得 


y (t) 一 : +- (r0) (7.7.29) 
现在 来 考虑 + = 0 处 的 O(e) FL iD. ATE D 与 evi? 能 
匹配 , 注意 到 (7.7.29) 为 代数 衰减 ,所 以 " 也 必须 是 代数 衰减 的 . 


因此 ， 首 次 积分 (7.7.8) 的 常数 C = 0, 从 而 得 到 
(I) 2 


一 7.7.30 


其 中 《= zf/e. ys ) 满足 yP (0) = A Rh C oo 时 的 匹配 条 件 对 
TB«0,0»A»-1HBfü, Rž f. 


综 上 所 述 , 方程 (7.7.1) 的 边界 层 的 位 置 和 类 型 完全 由 边界 条 件 
A 和 B 决定 ， 其 中 变化 无 穷 . 由 习题 7.19 可 知 ， 二 阶 线性 常 微分 
方程 的 边界 层 位 置 决 定 于 一 阶 导 数 项 系数 的 符号 ， 对 于 方程 (7.7.1) 
而 言 ， 其 一 阶 导数 项 的 系数 为 y, 正 是 我 们 所 要 求 的 解 ， 事先 无 法 知 
道 ， 只 有 在 求解 的 过 程 中 才能 逐步 确定 ， 因 此 用 奇异 摄 动 法 求解 非 


线性 问题 时 要 特别 小 心 . 


7.8 ” 偏 微 分 方程 的 例子 


在 实际 问题 中 经 常 碰 到 带 有 小 参数 的 偏 微分 方程 ， 由 于 偏 微分 
方程 更 难得 到 精确 解 ， 所 以 更 需要 用 奇异 摄 动 理论 来 求 它们 的 近似 
解 ， 本 节 将 介绍 用 边界 层 理论 求解 偏 微分 方程 的 一 致 有 效 渐 近 解 的 


几 个 例子 . 


[ 例 7.8.1 ] 试 求 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 


ElUzz + Uyy) = uy 


| ffe) r+ 
f) DC 


7.8.1 求解 区 域 及 边界 
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(z,y)e Q2 (7.8.1) 
y = yt) (7.8.2) 
y =y (x) | 


的 解 的 首 项 一 致 有 效 渐 近 展 开 ， 其 
中 解 域 RR 和 边界 T+ 和 全 ”如 图 
7.8.1 所 示 . 
(7.8.1) 的 退化 问题 为 

uoy=0 (7.8.3) 
它 的 特征 线 z = const 称 为 子 特征 
线 ， (7.8.3) 的 通 解 为 

uo = f(x) 

该 解 在 与 y 轴 平 行 的 直线 x = 
const 上 有 相同 的 值 , 因此 只 能 满足 
六 或 三- 上 的 某 一 个 边界 条 件 ， 


因此 在 另 一 个 边界 上 出 现 边界 层 . 在 (7.8.1) 中 把 > 看 作 参 数 ， 并 把 


(7.8.1) 看 作 自 变量 为 y 的 常 微分 方程 ， 由 习题 7.19 知 在 D 附近 


有 边界 层 ， 
令 
n= = €) (7.8.4) 
u(z, y, E) 一 V(x,7, e) = Volz, n) t (7.8.5) 
代入 (7.8.1), 注意 到 
uz = V. Va[- y (2)]/e 
可 得 
K Vo, — Von=0 (7.8.6) 
其 中 
K -14(y*) >0 


其 边界 条 件 为 
Vo(z,0) 2 f* , Vo(zr,—-o0)-— f^ (匹配 条 件 ) (7.8.7) 


方程 (7.8.0) 符合 边界 条 件 (7.8.7) 
的 解 为 
Vo = (f* — f-)eV + f7 (7.8.8) 


aX 0 的 边界 有 一 平行 于 子 
特征 线 的 直线 ， 如 图 7.8.2 Bron. 
其 边界 条 件 为 


f* dy-y*(x)L 


gly) 在 zx = zo 上 图 7.8.2 ”区域 边 界 平行 于 
E . 子 特 征 线 的 情况 
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gly (x0)] = f^ (xo) ， 
9[y* (xo)) = f° (xo) 


在 这 种 情况 下 ， 外 解 uo 一 般 不 能 满足 x = ro 处 的 边界 条 件 ， 因 而 
在 该 处 也 有 边界 层 ， 取 内 变量 


(7.8.10) 


€ 一 一 (7.8.11) 
令 
u(z, y, €) = WE yE) = Wo(£, y) te (1.8.12) 
为 使 Wee 5 W, lr, à= 2,Wo 应 满足 


Wogc = Woy (7.8.13) 
Wo (0, y) 一 gly) 
Wo(-oo, y) = f~ (xo) (7.8.14) 


Wo(—0o, y" (20)) = f (zo) 
其 解 为 


y—y (ro) 一 2 
_ f- (r C) - F (zo)lé oy 一 
We zly —y (z0) (F " [x55 


y (xo)KySy" (o) (7.8.15) 

这 是 > = zo 附近 的 内 解 (不 适用 于 (2o. y (r0). 点 ), 而 且 这 里 的 边 
界 层 厚 度 为 O(el/2), 比 y+(x) 处 的 边界 层 要 厚 些 . 

当 0 具有 复杂 形状 时 ， 可 用 子 特征 线 进行 分 割 , 然后 如 本 例 处 


理 . 
[ 例 7.8.2 ] 试 求 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
e(Uzrz — Utu) = U, + auz (a = const, |a| < 1) (7.8.16) 
u(r,0)- F(r). u(x,0)- G(r) (7.8.17) 


的 解 的 首 项 一 致 有 效 渐 近 展开 ， 
把 z 看 作 参 数 ， 把 (7.8.16) 看 作为 关于 上 的 常 微分 方程 ， 可 知 
其 边界 层 在 上 = 0 处 ， 所 以 外 解 不 能 用 初始 条 件 (7.8.17). 
先 求 外 解 
u”) = eo 十 cu) toe 


DUE 满足 方程 
u eni = 
其 解 为 
TN = f(x — al) (7.8.18) 


其 中 f 为 待定 函数 ui) 满足 方程 
ul au = uio, — ub = (1 — a°) f" (E — at) 
其 解 为 
wl) = g(x — at) + (1 — a?)tf"(z — at) — (7.8.19) 


其 中 f,g 都 为 待定 函数 ， 由 匹配 决定 . 
现在 求 内 解 ， 引 进 内 变量 


T — t/e (7.8.20) 
令 
ud) = ue (r,T)- eu? (s, T)4-- 
uj 满足 
up). + uj) = 

初始 条 件 为 

uj (2,0) eu (m0) — F(r) — (7.8.21) 

1 (i 1 

-up (2,0) + uf) (2,0) +- = Gr) (7.8.22) 
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所 以 
| ut (x,0) = F(z), uẸ®(z,0)=0 
up 的 解 为 

ub) = F(z) (7.8.23) 
由 (7.8.21), (7.8.22) 两 式 可 知 本 问题 至 少 要 解 两 项 才 是 完全 的 ， 否 
则 初始 导数 G) 进 不 了 解 ， 因 而 解 是 不 完全 的 ， 所 以 一 个 问题 至 
少 要 解 一 项 还 是 两 项 ， 得 由 问题 本 身 决定 . 

u® 满足 


O 1,0 


Uirr tuir -auf = -aF'(z) 


uS) (gy. Q) =0 ul (x,0) = G(x) 
其 解 为 


u® = [G(z) - aF'(z))(1 — e77) - arF'(z) (7.8.24) 


内 外 解 要 用 Van Dyke 匹配 原理 匹配 以 决定 f 和 g ANERER 
数 . 

两 项 外 解 的 两 项 内 展开 f(x) — atf' rz) 十 sg(z) 

两 项 内 解 的 两 项 外 展开 F(z) — atF'(z)  e[G(z) t aF'(z)] 
因此 ， 


f(z) = F(z) ，g(z) = G(z) + aF'(z) (7.8.25) 
最 后 ， 组 合 展 开 解 为 


u= F(r—at) 4 e(G(z — at) -- aF'(z — ot) + (1 - aPtF"(z — at) 
-[G(z) + aF'(a)]e"*) + O(e?) 
(7.8.26) 
对 原 问题 (7.8.16) 按 Fourier 变换 求解 , 再 用 驻 相 法 求 渐 近 解 ， 
也 可 得 同样 的 结果 . 
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[ 例 7.8.3] 试 求 双 曲 型 方程 的 混合 问题 


E(uUzz — uu) = Ut + aus (la| < 1) | (7.8.27) 
vu(0,t) = H(t) (7.8.28) 
u(r,0)-— u(r,0)—0 (7.8.29) 


的 解 的 一 致 有 效 渐 近 展开 . 

分 如 下 两 种 情况 讨论 : 

1. —-1«a«0 

退化 问题 的 子 特征 线 如 图 7.8.3 
所 示 ， 容 易 知 道外 解 为 零 ， 由 初始 
条 件 (7.8.29) 知 ， 在 上 例 中 讨论 过 
的 上 = 0 处 的 边界 层 在 本 问题 中 
不 存在 . 但 这 平凡 的 外 解 一 般 不 符 


E 


& z —0 处 的 边界 条 件 而 出 现 边界 图 7.8.3 -1 <a < 0 时 ， 
B. IARE E= r/e, $ | 退化 问题 的 子 特征 线 
u(z,t,&) = V(E,t,e) = Vo(£,t) --eVi(£,t) ---- . (7.8.30) 
23784 p 
Voge — aVoe = 0 (7.8.31) 
Vo(0,t) = H(t) | (7.8.32) 
Vo(oo, t) = 0 (EE 配 条 件 ) (7.8.33) 
其 解 为 
Vo = H (t)e^* (7.8.34) 
2. 0<a<l 


退化 问题 的 特征 线 如 图 7.8.4 所 示 ， 一 部 分 从 c 轴 出 发 ， 一 部 
分 从 轴 出 发 ， 所 以 首 项 外 解 为 


ul?) (z, t) = a (7.8.35) 


Q z 


E784 12a» 0 时 ， 退 化 问题 的 子 特征 线 


令 
n=t-2 (7.8.36) 
a 
方程 (7.8.27) 变 为 
cs(1 一 ou 一 2ea2ut ~ Ea Ut = au (7.8.37) 


这 样 x = at 上 的 边界 层 变 为 了 ”= 0 处 的 边界 层 ， 取 内 变量 


C=n/Ve (7.8.38) 


4 


ulz, t,e) =V (Ct, £) = Vo(C.t) + EVC + (7.8.39) 
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代入 (1.8.37) 得 到 Vo 的 方程 


(1— a?)Vocc = a* Vo, . (7.8.40) 
由 Prandtl 匹配 原理 得 到 - 
V = Heo — (o (7.8.41) 
0 C 一 一 Co 
我 们 可 以 假设 | 
l Vo(0, t) = z (+0) (7.8.42) 
问题 (7.8.40) 一 (7.8.42) 的 解 为 
E! - 06 0 
Vo(Q,t) = z H (+0){1 +erf( NET a / (7.8.43) 


其 中 erf(z) ARE iR EX 


erf(z) — i. | e^? ds (7.8.44) . 
fi (7.8.43) 把 r = at 两 侧 的 间断 抹 平 了 ， 两 侧 均 有 厚度 为 Ole) 的 
边界 层 ， 显 然 (7.8.43) 在 原点 附近 失效 ， 原 点 附近 还 须 另外 处 理 . 

[ 例 7.8.4 ] 对 于 变 边 界 的 热传导 方程 的 初 边 值 问题 


Eut = Ug; , 0<r<b(t) (7.8.45) 
uo(0,t) = (t) , wu[|b(t), t| 2 0 | (7.8.46) 
u(z,0) = v(z), Ocz«b(0) | (7.8.47) 


试 求 其 首 项 一 致 有 效 渐 近 展开 ， | 
显然 ， (7.8.45) 的 退化 问题 只 能 满足 边界 条 件 ， 而 不 可 能 满足 


初始 条 件 。 因 此 在 t = 0 附近 存在 一 边界 层 ， 我 们 用 复合 展开 法 求 
fv. x | 
u 一 y. E” fn (a, t) + exp[- G(t)/s] `> gn(z, t) (7.8.48) 


n-D n=0 
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其 中 G(t) 待定 ， 因 为 上 = 0 处 为 边界 层 ， 所 以 G(0) = 0. 把 上 式 代 
A (7.8.45) 一 (7.8.47), $ en 及 ere OOE 的 各 阶 系数 分 别 为 零 ， 


可 得 

foss =0 

fo(0,t) = p(t), fo[b(t),t] = 0 

gozz + G (t)go = 0 

go(0,0) — 0,  golb(t),t] 2 O 

fo(z,0) + go(z,0) 2 (rz), 0< z< b(0) 
以 及 gi 的 方程 和 边界 条 件 

glzz 十 G (b91 = got 


91(0 = gi [b(t), t] 20 


fo 的 解 为 
fo pDl- sl 
go 满足 齐 次 方程 、 齐 次 边界 条 件 ， 为 使 90 有 非 零 解 ， 
征 值 " 
km p. k-n2 


相应 的 正 交 归 一 特征 函数 为 
| 2 . KTT 
Xk = Mb) ^ ab 


于 是 E 
go(z,t) = >_ ak(t)xx (a, t) 
k=1 


ak 人 (bb 为 待定 函数 ， 它 须要 从 gi 的 可 解 性 条 件 定 出 ， 
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(7.8.49) 
(7.8.50) 
(7.8.51) 
(7.8.52) 


(1.8.53) 


(7.8.54) 


(7.8.55) 


(7.8.56) 


G'(t) 应 取 特 


(7.8.57) 


(7.8.58) 


(7.8.59) 


对 应 于 G4 的 gi 的 方程 为 
Jir + G! gi = O, Xk + XI (7.8.60) 
gi (0, t) = gilb(£), t] = 0 (7.8.61) 


因为 正 交 归 一 的 特征 函数 (7.8.58) 构成 一 个 完备 系 ， 所 以 任 一 函数 
可 按 此 函数 系 展开 ， 把 g1 按 特 征 函 数 展开 


g = 3 C. t)xs(z.t) (7.8.62) 
5-1 
把 上 式 代 入 (7.8.60) 得 到 
S (G, 一 Gs)Csxs 一 QKX 十 GkXkt (7.8.63) 
S-1 


上 式 两 端 乘 以 xx， 然后 对 x 从 0 积分 到 bt), 利用 函数 系 xk 的 正 


交 性 ， 得 到 
b(t) 


JOR toreXuldr =0 (78.64) 
Ü 


这 就 是 方程 (7.8.60) 的 可 解 性 条 件 . 由 于 


blt) 
J xz(z,t)dr = 1 
0 


所 以 


b(t) 
v (t)x2[b(t), t] + J 2XkXktdz = 0 
0 


b(t) 
由 于 xb), t] =0, 于 是 f 人 Xetdz — 0. 由 (7.8.64) 得 
0 : l 


a,(1) 20.  ag(t) = const (7.8.65) 
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把 (7.8.56), (7.8.59) 代入 初始 条 件 (7.8.53) 有 


2 algo! sini = (z) — e(0)f1 一 ko = F(x) 


于 是 | 
&(0) 
a, = Vi Ji F(z) sin Im (7.8.66) 
所 以 问题 的 首 项 解 为 
2 kaze jl2r2zfrd 
u = et) - D. + Da b) in yq Pc E / jc ` 


(7.8.67) 
由 本 例 可 见 ， 复 合 展开 法 比较 简捷 ， 但 必须 对 问题 有 足够 的 了 
解 {如 边界 层 的 位 置 、 大 小 等 ) 才能 发 挥 其 作用 . 


习 题 


71 考虑 方程 
ü + wau = eu 
试 求 其 两 项 正则 展开 并 讨论 其 一 致 有 效 性 ; 
HRE — Br I — SUE SURJT X. 
7.2 单 摆 的 运动 方程 为 
| 8 + (g/0 sin0 — 0 | 
对 小 而 有 限 的 0 值 ， 求 两 项 一 致 有 效 展开 式 . 
73 ”利用 多 重 尺度 法 和 平均 化 方法 求 
u + lepu + u+ eu? 0 
的 解 u 的 一 阶 的 一 致 有 效 展开 式 . 
7.4 ”对 于 方程 
ü + wu + eù’ =0 
WOK u 的 一 阶 的 一 至 有 效 展开 式 . 
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7.5 ”考虑 方程 
dtumell -witew=0 
试 求 其 一 阶 的 一 致 有 效 展开 式 ， 
7.6 REA | 
i—-2r—z^42?-20 
的 平衡 位 置 是 x = 0, 一 1 和 2, 并 讨论 xz = 2 附近 的 解 的 性 态 ， 
即 令 r-—2-ru, Ku BJ — Bt 65 — SCR AER. 
7.7 WK 
d ucrcu?46cd)—0 
二 阶 的 一 致 有 效 展 开 式 . 
7.8 WK üt u-teu|u| = 0 


一 阶 的 一 至 有效 展开 式 . 
7.9 ”考虑 方程 
站 十 w02 = —2epù — cau? + K cos Nt 


RR N = 2wo 和 N s wo 时 的 一 阶 的 一 致 有 效 展开 式 . 
7.10 34  — wo eo 时 ， 试 证 明 方 程 
ü -Fw&u = e(à — zi) + ek cos Nt 
的 解 u = acos(wot + 8) -- ---, 而 a RI 8 由 下 式 决定 
å = e(l — zwgo2)a 十 i sin(ect — 8) 
| aĝ = -Z cos(sot — 8). 
TiL 4 waw +w: 时 ， 试 求 方程 组 
U1 + wu = £01u»1s 
üg + w2us = £agu,us 
| U3 十 wus = zQ3U1 uo 
的 首 项 渐 近 近似 式 . 
7.12 WK Mathieu 方程 
ü J- (ó + 2£cos2t)u = 0 
由 和 =0,4 时 二 阶 的 一 致 有 效 展开 式 ， 
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7.13 ”当中 =w2 士 wl 时 ， 试 求 方程 组 
ü, 十 ta + £ cos Ot(fiyui + figuz) = 0 
üz 十 u2u2 + € cos Nt( faui + f22u2) = 0 
的 渐 近 解 的 振幅 和 相位 应 满足 的 方程 . 
7.14 ” 试 求 方程 组 , 
ü + üz + 2u; = x Dp, ent 


üg — uj 十 2u5 = Y Q, e" 
n=] 
的 可 解 性 条 件 ， 式 中 P WO 为 常数 . 
了 .15 ” 试 求 下 列 两 个 问题 的 可 解 性 条 件 : 


nen? 
z Y= fle) 

p'(0)=0, v(d)-8 

b) y” +r = f(z) 

p'(0=0, v(1-op(1) 28, ËP rntanrn = 一 a 

7.16 ik 
du ldu 
dei t zg tou Fir) 


ula) = ua, u(b-—u, 


的 可 解 性 条 件 ， 入 是 齐 次 问题 的 特征 值 . 
7.17 ”二 自由 度 系统 自由 响应 的 方程 为 


a) y". 


. 818, 
Ul 十 jua + òu, = Ewu? 


201. 1  ， 
ui ~ g% t ua — Eu 


其 中 5 = 1 + eo, 试 确定 描述 振幅 和 相位 的 方程. 
718 ” 流 过 波纹 壁 的 不 可 压缩 流 的 数学 描述 如 下 : 


Vip=0 
Dp = eke sinkr, Œy = c€ cos krib 
Oy Oz 
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Pp UT， ?U y-ocoBj 
试 证 明 

p=U[lr+esinkre y+ je sin 2kze ?* + ...] 
并 讨论 此 展开 式 是 一 致 有 效 的 ， 
7.19 ”考虑 边 值 问题 

ey" 4- b(x)y' +C(r)jy=0 

y(0)= A, y(1)-B m 
试 证 : bz) > 0 时 边界 层 位 置 在 zx 二 0 处 ，b(z) <0 时 ， 边 
界 层 位 置 在 xz = 1 处 . 
7.20 ”用 边界 层 理论 求 例 7.4.3 的 一 臻 有 效 展开 式 ， 并 把 结果 与 


例 7.4.3 ER. | | 
7.21 3URIE E E RUSEHECRO VO UE E ERER 


ey! — y —1 
y(0)—o, y(1)- 8 


一 阶 的 一 致 有 效 展开 式 ， 并 把 结果 与 精确 解 作 比较 . 
7.22 WRA B in] RS | 


£y" + (2r? +z -1)y —- 4x 41 
y(0)—0o, y(1)— 8 


一 阶 的 一 致 有 效 展开 式 . 
7.23 ” 试 求 方程 


ey" + zy —ry —-0 
y(7-1)-o, y(1)-8 


一 阶 的 一 致 有 效 展 开 式 . 
7.24 WRAK 
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ey" — y —1 
y(0)=a, y(0-8, yl)=r 
两 项 的 一 致 有 效 展开 式 . 
7.25 ” 试 求 边 值 问题 
u” + Ly 二 su = 0 
T 
u(1)—-0, w(oo)-1 
两 项 的 一 致 有 效 展开 式 . 
7.206 WOKA È 
ey! +y = 2r 
y(0)=a, yw(1)-8 
两 项 的 一 致 有 效 展 开 式 . 
7.27 “” 试 求 边 值 问题 
ey * zy -y=0 
y(0)=0, yl)=e 


的 一 致 有 效 展 开 式 ， 精 确 至 Ole). 
7.28 ” 试 求 一 阶 非 线 性 方程 


(z+ey) + ll+e)y=0, y(1)=1 
精确 至 Ol) 阶 的 一 致 有 效 展开 式 . 
7.29 ” 试 求 下 列 边 值 问题 的 首 项 解 : 
£(usz + Uyy) = Ur 
ur-f(0, DX. -R 的 上 半 国 
u=F(z), 当 y=0 


H f(x)-F(-R) 
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第 八 章 ” 摄 动 理论 在 流动 问题 中 的 应 用 


奇异 摄 动 理论 应 用 得 非常 广泛 ， 很 多 基本 的 应 用 已 经 在 各 种 各 
样 的 奇异 摄 动 理论 中 给 予 了 介绍 , 读者 可 在 相应 的 书 夭 中 找到 (Nay- 
feh 1984, 钱 伟 长 1981, Van Dyke 1987, 谢 定 裕 1983) ， 这 里 不 再 加 
以 重复 ， 这 里 介绍 的 是 流体 力学 中 二 个 典型 的 例子 : 粘性 边界 层 理 
论 及 粘性 小 Reynolds 数 流动 . 此 外 ; 本 章 着 重 介绍 了 作者 自己 的 研 
究 成 果 ， 包 括 任意 截面 渠道 中 的 孤立 波及 其 分 裂 ， 非 传播 孤立 波 ， 
Stokes 波及 其 稳定 性 ， 气 泡 振 动 的 一 个 非 线 性 看 合 模型 等 等 . 


8.1 vh Reynolds Zi ji zi 


| 作为 一 个 典型 例子 , 我 们 研究 不 可 压缩 .粘性 均匀 来 流 在 小 Rey- 
nolds 数 下 对 球体 的 统 流 问题 . Stokes(1851), Oseen(1910), Gold- 
stein(1929), Kaplun 和 Lagerstrom{1957) 等 人 曾 对 这 个 问题 作 过 详 
细 的 研究 ， 关 于 这 个 问题 的 研究 ， 在 匹配 方法 的 研究 、 发 展 中 有 着 
重要 的 地 位 . 这 里 我 们 只 作 简 单 的 介绍 . 


A 0» D 
a b c 
图 8.1.1 小 Reynolds 数 下 球体 绕 流 的 物理 图 象 


我 们 先 介绍 一 下 小 Reynolds 数 下 球体 绕 流 的 物理 图 象 . 这 是 很 
容易 从 实验 直接 观察 的 . 在 Reynolds 数 很 低 时 ， 流动 模型 差不多 前 
后 对 称 ( 见 图 8.1.1a). 随 着 Reynolds 数 的 增加 ， 大 约 在 R= 10 Ac 
右 ， 尾 流 及 旋涡 开始 出 现 (LES 8.1.1b). Reynolds 数 增 大 到 R = 65 
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左右 , 流动 就 变 得 不 稳定 了 , 在 旦 流 的 下 游 , 出现 振动 ( 见 图 8.1.10). 
到 尺 = 100 附近 旋涡 从 物体 表面 分 离 ， 流 动 变 得 不 规则 了 . 
我 们 引进 球 举 标 系 ， 无 量 纲 化 以 后 ， 流 体 动力 学 方程 如 下 : 


V.v=0 (8.1.1) 


(v. V)v = -Vp+ z V*v /—— BLY 


其 中 Reynolds £t R = Ua[/v,a 为 球 的 半径 ， v 为 运动 粘性 系数 ， 
U 为 来 流速 度 . 
由 (8.1.1) 式 可 知 
v —WVxÁ 


且 问 题 是 球 对 称 的 ，y 方向 没有 速度 ， 所 以 


A = (0,0, — 8) (8.1.3) 
H v BIA Stokes Wir% 
1 æ -1 8 
”72sinb 00" U6 7 rsnÓ ôr 
vs =0 (8.1.4) 


经 过 一 些 运算 ， 就 可 以 知道 
Vxv=V x(V x A) =(0,0,- — 7 Dj) (8.1.8) 


其 中 、 
f Ld sint ð 1 2) 

Bri * 7.3 90 sinB 50 

对 (8.2) 式 两 边 取 旋 度 ， 利 用 (8.1.3) 一 (8.1.5) 式 并 利用 


(8.1.6) 


(w: Vv = 2 Vu! v x (V x v) 
V x (Vp) 20 


O V x (V?v) = -V x [Vx (V x v) 
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可 得 流 函 数 v 的 方程 如 下 : 


1 piy 一 ov o — ov 9 
R —  TlsinÓ 00 êr Pi 00 
Ma etg- 2 一 二 -一 AD^ 


其 中 D? di (8.1.6) 式 定义 . | 
球面 上 速度 为 零 的 边界 条 件 〈 用 无 量 纲 形式 ) 


v(1,0) = 4, (1.8) =0 
无 穷 远 上 游 的 均匀 来 流 条 件 为 
y(r, 6) > 5r2sin24 r= 00 
我 们 寻找 Poincaré 形式 的 解 


v(r.0; R) = S^ Ris (rs 0) 


n=0 


(8.1.7) 


(8.1.8) 
(8.1.9) 


(8.1.10) 


把 (8.1.10) 代入 (8.1.7) 一 (8.1.9) 式 ， 使 R 的 同 次 蹇 系数 为 零 ， 可 


得 
R 阶 Dwo=0 
Vo(1,0) = Yor(1,0)=0 
wo(r,0) 一 zr sin, 7 一 oo 


ð 


ô 
dal 
jr Dp = Tang Vor — Vor EY: 


r2 us 
十 2ctgbwWoy 一 220) Dyp 
V41(1,0) 一 Wir(l,O) 一 人 


t1(r,89) 2o(r'), r- æ 


(8.1.11a) 
(8.1.11b) 


(8.1.11c) 


(8.1.12a) 
(8.1.12b) 


(8.1.12c) 
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从 (8.1.11c) 式 可 知 ， wo 有 如 下 形式 的 解 
wo = f(r)sin?0 
代入 方程 (8.1.11a) 得 f(r) 的 方程 为 
fE - Af"? + afr? - 8f [v* 20 


其 通 解 为 
f = Cart + Car? +COir + Cira! 


从 (8.1.11b), (8.1.11c) 式 定 出 常数 ， 可 得 Stokes f 
o = jor 一 3r 十 =) sin? 0 (8.1.13) 
把 (8.1.13) 式 代 入 方程 (8.1.12a) 的 右边 ， 得 
Ga -5) sin? Ø cos0 (8.1.14) 
由 方程 (8.1.14) 及 (8.1.12) 可 知 vi 有 如 下 形式 的 特 解 : 
V1 = g(r) sin? 0 cos 0 


代入 方程 (8.1.14), 得 g(r) 的 方程 为 


12» 24, 一 9 2 
(v), i* Lg-2—(l- 
? r29 t [37 4 3 


3 1 
+) 
其 通 解 为 
g(7) 二 b ar^? + bo + bar? 十 bsr* 
3 。 9 3 1 
"16 t32 t32 


由 边界 条 件 定 出 常数 ， 得 到 
Vic L(2r^—3r-c1-—---5)sin'0cos0 (8.1.15) 
32 r r 
2727 


因为 有 二 7? 项 ， 所 以 (8.1.15) 式 不 满足 (8.1.12c) 式 ， 因 此 两 项 展 
开 式 
y = (2r? - ort =)sin?0 -Ror — 3r 


| 1 (8.1.16) 
十 1 一 "hu i sin? 0 cos 0 + O( R?) | 


在 7 一 oo 时 失效 . 这 就 是 所 谓 Whitehead(1889) f£ 12. 

产生 这 样 的 非 一 致 有 效 性 的 原因 ， 在 物理 上 很 容易 理解 ， 因 为 
在 球体 附近 ,速度 很 小 , 而 粘性 很 大 ,粘性 力 远 远大 于 惯性 力 ， 所 以 
忽略 惯性 力 的 近似 不 会 出 问题 .但 在 无 穷 远 处 ， 就 不 一 定 这 样 ， 可 
能 出 问题 . 下 面 我们 研究 一 下 被 ,Stokes 忽略 的 惯性 项 和 保留 下 来 的 
粘性 项 之 间 的 数量 级 关系 . 把 (8.1.13) 式 代 入 (8.1.12a) 式 的 右边 ， 
可 以 知道 

忽略 的 项 = OUR/r2) 


同样 ， 把 (8.1.13) 式 代 入 方程 (8.1.11a) 中 保留 的 交叉 项 为 


0? [sinf ð, 1 ð 3 6..25 3 
Hil 86 sn820)| ^ s - sim 0= ON) 


所 以 

忽略 的 项 

保留 的 项 
= r 随 着 O(1/R) 增加 时 ， Stokes 展开 失效 . Oseen 用 这 样 的 极限 
过 程 : R>0, p= Rr 固定 ， 导 出 了 在 流 场 内 到 处 有 效 的 Oseen 
展开 ， 解 释 了 Whitehead (32. 值得 注意 的 是 : p = Rr 是 一 个 缩 
小 变换 .在 这 变换 下 ， 方 程 (8.1.7) 变 为 


= O(Rr) 


R^ ð ð y 
Diy = —— (Vy — — P, — gh P, — 2—2 )D? 1. 
E a 93; VET t 2ctg0Ü V, — 2 7 )D^V (8.1.17) 
ei 0 0 ð 0 
i l 
Di sin ð o 
Op p? 06 sin 08! 
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因为 偏 微 分 方程 的 通 解 一 般 来 说 是 不 知道 的 ， 所 以 直接 求解 方程 
(8.1.17) 十 分 困难 . 下 面 我 们 用 匹配 原则 作 指 导 ， 指 出 展开 式 的 形 
式 ， 逐 项 决定 内 部 解 和 外 部 解 ， 因 为 Stokes f (8.1.13) 是 一 致 有 效 
的 ， 所 以 Oseen 展开 的 第 一 项 很 容易 决定 ， 只 要 把 (8.1.13) 式 改 写 
AJ Oseen 变量 ， 然 后 取 Oseen 极限 (R — 0, p = Rr 固定 ) 即 得 
p? sin? 0/2R?. 

下 面 用 匹配 方法 求 Oseen 展开 的 第 二 


一 项 Stokes 解 的 两 项 Oseen 展 开 
= 两 项 Oseen 解 的 一 项 Stokes 展 开 (8.1.18) 


一 = sin 29 ET 


所 以 Oseen 展开 ( 记 作 V) 必 有 如 下 形式 : 


2 
= 2 sin? 0 + — = i(p,0) + V(p,0) + (8.1.19) 


把 (8.1.19) RARA (8.1.17) 式 ， 使 RT 的 系数 为 零 ， 得 到 Oseen 7j 


程 
ô sin 0 


(D^ — cos 95; 十 7 Vi=0 (8.1.20) 
”我们 用 下 面 两 个 方程 来 代替 (8.1.20) R: 
Diy,- eie) © (81.21) 
(D* — nr =0 (8.1.22) 
从 (8.1.22) 式 解 出 S = f(p) sim? 0 形式 的 解 ， 代 入 (8.1.21) 式 得 到 


D? pı = A(14- eveee sin? 0 (8.1.23) 


Jj f& (8.1.23) 有 特 解 


VU; = —2A(1 + cosQ) f 一 e ence) (8.1.24) 
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方程 (8.1.23) 的 齐 次 方程 还 有 形 如 
(c + Bp?) sin? 0 


的 解 ， 由 无 穷 远 处 的 条 件 ， 可 知 B —0. 由 于 一 般 问 题 的 解 为 最 小 
TER, T C — 0 即 为 在 原点 有 最 小 奇 性 的 解 . 所 以 我 们 拒 上 述 
特 解 作为 方程 (8.1.23) 的 解 ， 由 匹配 条 件 (8.1.18) 确定 4 = 1 所 
以 两 项 Oseen 展开 式 为 


5 = (p° sin? 8) /2R? — EN + cos 0) | 一 e- ioco) + O(1) 
| (8.1.25) 
下 面 我 们 来 求 球面 附近 Stokes 解 的 第 二 项 vi, 可 知 vi 满足 方 “ 
程 (8.1.12a) , 其 解 由 齐 次 方程 解 (8.1.13) 和 特 解 (8.1.15) 构成 ， 即 


1 3 1 1 
V1 = c (2r? — 3r + z) sin? à - a; n —àr41— - 十 z) sin” 0 cos 


而 cz 则 由 匹配 原则 才能 决定 . 
(两 项 Oseen 解 的 ) 两 项 Stokes 展开 式 为 


1 | 3 
7(27? — 3r) sin? 0 + iR — cos 0) sin? 0- (8.1.26) 


(两 项 Stokes 解 的 ) 二 项 Oseen 展开 式 为 


D^ noto 203g 9 — Šp) sin? (8.1.27) 
JRI R Cop ie? COS 4^ sın .l. 
4 (8.1.26),(8.1.27) 两 式 相等 ， 就 得 到 co = 3/32. 


因此 流 函 数 在 球体 附近 的 Stokes 展开 式 为 


1 2.9 3 1 3 1 1 
v ^ riu — 1) sin^ 8 | (1 + g2 + z) -,RQ 十 十 ,i) cos 0 
| (8.1.28) 
HERTA, (Br. xps bv-o, mH (8.1.28) 式 还 可 


知 在 曲线 
2r? +r 


0 NER 


+ 1X ) (8.1.29) 


3R 
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E, v-0. 所 以 (8.1.29) 式 是 球 的 下 游 旋涡 边界 的 近似 描述 (当然 
出 现 旋涡 时 ， Reynolds 数 R 已 经 不 小 了 ) 


2 项 Stokes AR R= oo 


图 8.1.2 旋涡 边界 的 理论 和 实验 比较 ( 取 自 [93]) 


o 实验 值 Taneda(1956) e 数值 计算 Jenson(1959) 

— 二 项 Stokes 展开 

图 8.1.2a mii T R = 36.6 时 Taneda(1956) 的 实验 观测 值 ， 可 c 
见 与 (8.1.29) FA. 旋涡 边界 的 下 游 端 点 为 


re = L(VEEBR -1) (8.1.30) 


因此 旋涡 首先 在 及 = 8 时 出 现 , 这 和 Jenson(1959) 由 Navier Stokes 
方程 计算 所 得 的 结果 R = 8.5 非 常 符合 , 和 Taneda 的 测量 值 R= 12 
也 是 大 体 符合 的 ， 图 3.1.2b 表示 在 不 同 的 Reynolds 数 下 ， (8.1.30) 
式 和 实验 观察 值 的 比较 ， 从 图 上 可 以 看 出 ， 直 到 稳定 流动 的 观察 极 
E R= 60, 两 者 仍然 符合 很 好 . 
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对 于 高 阶 近似 有 兴趣 的 读者 , 可 参看 Proudman 和 Pearson(1957) 
的 文章 . | 


8.2 X Reynolds 数 流 动 


为 了 简单 起 见 ,我 们 考虑 均匀 来 流 对 半 无 穷 平板 的 无 攻 角 绕 流 ， 
且 考 虑 不 可 压缩 粘性 流体 的 定常 平面 层 流 流动 . 这 个 问题 首先 由 Gold- 
stein(1956) 及 Imai(1957) 等 人 研究 . 8.1 节 一 样 的 过 程 ， 引 进 流 函 
数 后 ， Navier-Stokes 方程 可 变 为 


lu 
= aV (8.2.1) 


8 ə, 
(Vy 5 Mrd V 
其 中 yY JMA, u = py, v —v R X Reynolds &, R= 
ULjv, v 为 运动 粘性 系数 ， 二 为 参考 长 度 ， 坐标 系 取 为 : r— X 
板 方向 ， y— 垂直 方向 ， 原 点 在 平板 的 端点 上 ， 


边界 条 件 为 : 
物 面 上 速度 为 零 
v(z,0)-0 | (8.2.2) 
Vy(z0)—-0, z20 (8.2.3) 
无 穷 过 上 游 条 件 


V(z.y) ^ y (8.2.4) 
我 们 求 R oo 时 的 渐 近 解 | 


VL y; R) ~ à (Ry (z, y) + (Rysy) +- (8.2.5) 
H 6, (R),09(R) ,… 为 渐 近 序列 ， 
Jim. én(R)/én-1(R) =0 


6n(R) 在 求解 过 程 中 确定 . 
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由 (8.2.4) 式 可 得 


在 无 穷 远 上 游 成 立 。 Jim - 可 以 有 三 种 情况 : 
i. Jim [ór (R)| — 0, 得 到 平凡 解 加 (z,9) = 0， 
2. dim [óT (R)| = oo. 则 解 yı > oc. 

这 两 种 情况 都 没有 什么 意义 ， 唯 一 有 意义 的 解 为 第 三 种 情况 ， 即 
3. lim |571(R)| = 有 限 ， 不 失 一 般 性 ， 可 令 其 为 1 
我 们 得 到 外 部 解 首 项 yi 的 方程 如 下 : 

ðb ð dh ð 
Oy Or Or Oy 


圆 括号 中 的 算 子 为 Vy 沿 流 线 方向 的 导数 ， 所 以 首 项 积分 为 


—)V^y, =0 (8.2.6) 


VA 一 —w(V1) 


这 说 明治 流 线 涡 量 守 恒 ， 即 无 粘性 时 没有 涡 的 耗 散 ， 在 均匀 来 流 的 
情况 ， 在 无 穷 远 处 是 无 旋 的 ， 即 wl) = 0, 所 以 vi 所 满足 的 方程 
及 边界 条 件 如 下 : 

Viw=0 

V1(r,0) =0 . (8.2.7) 

ylz y ~y, fex Lu 


其 解 即 为 简单 的 均匀 平行 流 ， 
Vi(r,y) =y (8.2.8) 


即 在 R= oo 时 ,平板 的 存在 对 外 部 解 不 产生 扰动 ， 解 (8.2.8) 不 满 
RUE) EU S ERES ERU A IE (8.2.3) ， 因 此 在 物 面 附近 产生 了 解 的 
非 一 致 有 效 区 . 
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在 流体 力学 中 ， 我们 知道 ， 大 Reynolds 数 时 在 物 面 附近 ， 存 在 
着 很 薄 的 边界 层 ， 通过 这 一 薄 层 ， 流 体 沿 物 面 的 切 向 速度 迅速 从 零 
变 为 外 部 势 流 解 ， 为 考察 这 一 流体 的 流动 情况 ， 我 们 必须 把 这 一 落 
层 的 法 向 坐标 放大 ， 令 


Y = y/ H(R), 


H(R) 为 放大 因子 , 是 边界 层 厚 度 的 数量 级 , 它 在 求解 过 程 中 决定 . 


下 面 我 们 求 边界 层 的 内 部 解 展开 式 
9 ~ A(R) Pile, Y) + A(R) Vo(z Y) +--> (8.2.9) 


其 中 A(R) 为 渐 近 序列 ， 且 当 闻 = OU 时 ， n =01). 
按照 Prandtl 的 预见 ， 在 边界 层 中 


u= Vy = O(1) 


B] | 
(o. 09,0Y ðh A(R) 


1 一 一 一 一 ——— 


ar Oy ƏY H(R) 


BEA H(R) 5 AQ) 同 阶 , TẸ H(R) = A(R). 因为 了 = y/H(R) 
是 一 个 放大 变换 ， 所 以 五 (R) = 01), 亦 即 


O(1) 


lim H(R) 20 
R-oo 


把 (8.2.9) 式 代入 方程 (8.2.1), 略 去 高 阶 项 可 得 


LANA — Ovi 0 Dui 一 ]; Free | Op (8.2.10 
ƏY ðr ðr 0Y OY? T Rm [RANGO] ov: — 9210) 
— . l — 
同样 jim Es 也 可 有 三 种 情况 ， 


* 1 —— 
1. um xo = 0, V, 与 无 粘 的 外 部 解 相同 ， 物理 上 不 
合理 . 
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1 - 
s * Pies (xxl = = oo, U, A Y 三次 多 项 式 ， 无 法 与 外 部 
AIETE. a 
im |———— A. 


Ai(R) = RP, Y=VRy 
这 就 是 流体 力学 中 知道 的 结果 ， 边 界 层 厚 度 正比 于 R. 
方程 (8.2.10) 变 成 了 


@ ənə O5 0 vw 
ðY?  8Y 0r Ox 0Y OY? | 


上 式 可 以 写 为 


ð By Ow,O0?W, ôk t 
一 一 (一 一 二 十 -一 一 - ) 一 
ƏY ` ay? ðr ðY? ƏY Oz0Y 


进行 积分 后 可 得 
By Bv 9w, OV H | 
8y3 * 8s ay? oy oxoy ^ | (8.2.11) 


我 们 应 用 匹配 原则 来 决定 f(z) ,匹配 时 ， 我 们 用 vy, 而 不 是 用 
v, AA v, 有 切 向 速度 的 物理 意义 ， 对 于 mm 二 n = 1 的 情况 ， 由 前 
面 的 结果 可 得 

一 项 外 部 解 的 一 项 内 部 展开 vu (0), 
一 项 内 部 解 的 一 项 外 部 展开 V y(z,oo)， 
所 以 


V1, (r,0) = V, y (x, oc) (8.2.12) 


这 就 是 边界 层 理论 中 熟知 的 条 件 : 边界 层 外 缘 的 切身 速度 与 无 粘 势 
流 切 网 速度 相等 . 利用 (8.2.12) 式 , 在 了 = oc 点 ,我 们 可 定 出 (8.2.11) 
式 中 的 f(x), 得 到 


ô p, A OH, Op 


av? t Bs BY? ^ OY goy = UT, vnu (7,0). (8.2.13) 
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方程 (8.2.13) 即 为 大 家 熟悉 的 Prandtl 边界 层 方 程 . (8.2.13) RA 
边 是 利用 Bernoulli 方程 得 到 的 压力 梯度 . 由 此 可 见 ， 边 界 层 理论 是 

X Reynolds 数 粘性 流动 的 一 阶 近 似 . c 
对 于 半 无 限 平板 ， 由 于 没有 压力 梯度 ， 所 以 其 边界 层 问题 变 为 
Ow, hon dv P | | 


aY? * 8z OY? OY Oz0Y ~ (8.2.14a) 
Vi(z0)=0 — (8.2.14b) 
P y(z,0)=0, rz>0 (8.2.14c) 
V, y(r,00) 1 (8.2.14d) 
由 于 没有 特征 长 度 ， 所 以 有 解 
Wz,Y)-wV2zf(Q, m-Y/V2z — (82.15) 
代入 方程 (8.2.14) 即 得 
f" fio (8.2.162) 
f(0-f(0-0 (8.2.16b) 
fií(oo) «1 (8.2.16c) 


这 就 是 著名 的 Blasius 问题 ， 其 解 即 为 Blasius fff, 在 各 种 流体 力学 
教科 书 中 都 能 找到 ， 这 里 只 列 出 一 些 结果 . 


在 n 很 小 时 ， 
fim) = = fi (0)? *tO(g),  fi(0)- 0.4696 (8.2.17) 
n 一 oo RT, 
fi(n) ~n- 8+erp, B= 1.21678 (8.2.18) 


其 中 erp 表示 当 n — oo 时 指数 衰减 的 项 . 
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边界 层 位 移 厚度 


6 = | a- 7 )dy = "ESI [a - fd = a2 (8.5.19) 


下 面 我 们 求 外 部 解 的 第 二 项 , 也 就 是 边界 层 对 外 部 流动 的 影响 
我 们 先 由 两 项 外 部 解 和 一 项 内 部 解 的 匹配 来 决定 62(R) 及 o 的 边 
RAE. 

一 项 内 部 解 的 两 项 外 部 展开 式 为 


Y ~ gent) ~ o — B+erp) ` 
1 Y 1 

~y- V2 = JRO gom (8.2.20) 

两 项 外 部 解 的 内 部 展开 式 为 

 — y + 62(R)Y2(z,Y) = 后 + + 62(R)wW2(z,0) +- (8.2.21) 
因此 ， 匹 配 原则 导致 
| | 

62(R) = JR (8.2.22) 
2(z,0) = 一 9V2z (8.2.23) 


把 (8223) 式 代入 (8221) 式 , 得 出 y= AI n, vc 0, 这 就 是 
边界 层 位 移 厚 度 ， 与 Blasius 解 导出 的 结果 (8.2.19) 完全 一 致 . 
把 (8.2.23) 式 对 z 微分 ， 得 到 


-oz(z,0) = B/V2z soar 


这 就 是 外 部 流动 中 物 面 上 法 向 速度 的 二 阶 分 量 应 该 满足 的 条 件 ， 由 
此 可 知 边界 层 的 作用 相当 于 在 物 面 上 分 布 了 一 个 源 ,其 强度 由 (8.2.24) 
式 决定 . 
把 外 部 解 的 展开 式 (8.2.5) 代入 方程 (8.2.1), 得 到 wo 的 方程 
CO 一 Veg Vis 十 (vy i — aeg V =0 
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由 于 Vy = 0 及 上 游 无 旋 条 件 ， 可 得 
V^. —0 (8.2.25) 


即 外 部 流动 的 二 阶 项 仍然 是 无 粘 无 旋 流 动 . vo 的 边界 条 件 为 


D, r«0 
v2(z,0) 一 
一 8BvV27z， r»0 (8.2.26) 
Vo(z,y) = o(y) oot E 3f 


由 复 变 函数 很 容易 知道 方程 (3.2.25),(8.2.26) 的 解 为 


palz, y) = —8Rey2(z + iy) 


其 中 Re 是 取 实 数 部 分 ， 
我 们 再 来 求 P(r, Y), 先 用 匹配 过 程 定 出 A(R) 
两 项 外 部 解 的 两 项 内 部 展开 式 


jy — i 


Sle 


两 项 内 部 解 的 两 项 外 部 展开 式 
wy =1+ RV? A(R) Za y (1, cc) 


因此 我 们 可 以 选择 
As(R)=1/R 


| J^, y (x, oo) 二 0 


把 内 部 解 的 展开 式 (8.2.9) RADE (8.2.1), 得 到 Vo 应 满足 的 方程 
2 (8 N OV. 0? V, | OW, 0? V, 
BY 0Y? ^ Or OY? ƏY broy 

909,04, OVP 


-y 


Or OY? OY Or0Y 


)20 
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边 罚 条 件 为 
Va(7,0) =0 
. V, y (1,0) 一 
Pa y(z,o00)=0 
因此 最 小 奇 性 的 解 为 Vo(r, Y) — 0. 
准确 到 二 阶 近 似 ， 半 无 限 平板 的 粘性 流动 解 为 


- y- get iy), NA 


(E Vat Re 内 部 解 
这 里 我 们 要 说 明 两 点 : 


l. Blasius 问题 的 解 及 P(e, Y) 的 解 ， 在 数学 上 并 不 内 一 ， 我 
们 取 的 是 奇 性 最 小 的 解 ， 这 里 我 们 不 准备 讨论 这 方面 的 问题 ， 读 者 
可 参考 Libby(1965) 的 文章 . 

2， 平 板 的 前 缘 及 有 限 平板 的 后 缘 , 情况 复杂 , 需要 另外 讨论 ， 
这 里 不 作 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 Messiter(1970) 的 文章 ， 


v(r,y; R) = 


8.3 ” 缓 变 任意 截面 渠道 中 的 孤立 波 


孤立 波 由 Russell 于 1834 年 首次 报道 , 下面 是 他 描述 的 当时 见 
到 孤立 波 的 景象 ，“ 我 正在 观察 由 两 匹 马 拉 着 的 一 艘 航船 在 狭窄 的 
河道 中 疾 速 行进 时 的 情景 ， 船 突然 停止 了 前 进 ， 但 被 船 所 推动 的 河 
水 并 不 停止 , 它 积聚 在 船 头 , DU BERE, 然后 呈 圆 滑 的 轮廓 分 明 的 孤 
立 突起 波形 ， 突 然 以 巨大 的 速度 深 演 向 前 ， 离 船 而 去 .. 这 个 波 沿 着 
河道 继续 前 进 ， 显 然 并 不 改变 其 形状 也 不 减少 其 速度 . MA 
并 且 追 上 了 它 ， 它 仍然 以 每 小 时 大 约 8-9 英里 的 速度 滚滚 向 前 ， 
BHCHR 11.3 ARE DARKANE KABEEMMA. 
追逐 了 1—2 英里 之 后 ， 它 消失 在 河道 的 拐角 处 .” 
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此 后 ， 孤 立波 一 直 为 人 们 所 注意 ， 这 方面 的 论述 也 很 多 ， 由 于 
矩形 渠道 简单 ， 所 以 矩形 渠道 中 的 孤立 波 讨论 得 最 多 (Miles 1980). 
但 是 ， 在 很 多 工程 实际 问题 中 ， 渠 道 往 往 不 是 矩形 的 ， 其 截面 可 以 
为 任意 形状 ， 且 在 流动 方向 有 所 变化 .截面 形状 及 其 变化 对 孤立 波 
的 影响 是 令 人 感 兴趣 的 问题 .本 节 我 们 要 导出 适用 于 这 种 洪 道 的 组 
变 系数 Ka V 方程 ,研究 孤立 波 的 高 与 渠道 几何 尺寸 的 关系 ,讨论 孤 
立波 的 分 裂 . | 

对 于 底部 不 变 的 矩形 渠道 中 的 孤立 波 ， 即 一 维 小 而 有 限 振幅 的 
浅水 长 波 ， 在 上 一 章 例 7.5.4 中 ， 我 们 从 Boussinesq 方程 


Qi + us d e(Cu)c = (8.3.1) 


k . 
Gz + Ut + Euus 一 了 zt -—Ü (8.3.2) 


出 发 ， 得 到 了 KdV 方程 


3 k 
frt ffe cfe o (8.3.3) 
”其 孤立 波 解 为 
f = asech* | ra 一 二 一 2 (8.3.4) 
写成 有 量 形式 为 
C = asech? E d c ~ dz 一 h | (8.3.5) 


其 中 e 为 孤立 波 的 相 速 度 
c? = gh(1 + a/h) (8.3.6) 


9 RENIER, kh 为 水 深 a 为 波 高 ， 是 个 常数 ， 相 速度 与 波 高 
FR, WAD, ERRAK. 0 
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对 于 缓 变 渠道 情况 ， 最 简单 的 是 深度 d 缓 变 的 矩形 渠道 ， 对 于 
小 振幅 而 言 ， 波 高 按照 Green 定律 


a ~ hi (8.3.7) 


而 变化 . 对 于 孤立 波 的 情况 ， Miles(1980) 的 综述 文章 指出 ， 孤 立波 
ach! (8.3.8) 


而 对 于 宽度 和 深度 都 缓 变 的 矩形 渠道 而 言 


a ~ [R7 (8.3.9) 


Hp? 为 渠道 宽度 . 所 以 解 (8.3.5) 中 的 a 应 为 


a = a(l fj A (8.3.10) 


图 8.3.1. 渠道 截面 及 坐标 系 


下 面 我 们 考虑 缓 变 任意 截面 渠道 中 的 孤立 波 、 

我 们 研究 理想 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 ， 渠道 横断 面 及 坐标 ， 
如 图 8.3.1 所 示 、 zx/ 轴 为 流动 方向 ， 2 轴 垂 直 向 上 ， 坐 标 原点 在 自 
由 面 平衡 位 置 . 我 们 假定 ， (1) 渠道 的 深度 和 宽度 是 同 量 级 的 . (2) 
水 深远 小 于 波长 ， 且 波幅 较 小 ， 即 1 六 == (ho/Ay = O(a/ho) ， 
其 中 入 为 波长 ，ho 为 特征 水 深 ，a 为 波幅 (3) 渠道 形状 随 z^ 的 
变化 是 缓慢 的 ， 即 y = La (zl ez). 

* 286 * 


引进 如 下 的 无 量 纲 量 : 

z-z/À, y=y/ho,  z-—zho 

t—dVghe/A, n=7/hoe, la = fh 
um=u/eVgho. | v -vAfehoghog, w= wA/ehoVgho 


1 
E 


p = -= [z + (p' — ph) /pgho] 


其 中 带 /号 的 量 为 有 量 纲 量 ，z = n(x,y,t) 为 自由 面 高 度 ，(w,v, w) 
为 流体 的 速度 ， p,p 分 别 为 流体 的 压力 、 密 度 ， p, 为 自由 表面 压 
” 力 ，g 为 重力 加 速度 . | 

我 们 求 行 波 解 ， 引 入 坐标 变换 ; 


€ =f Vl/Adz —t, Ey — X (8.3.11) 


H l= 00, 区) -1-(0, X) = 水 面 宽度 , A = JJ dyaz = 渠道 过 水 
断面 面积 ， 流 体力 学 基本 方程 组 变 为 
Vl/Aue +eux Uy tw, —0 . (8.3.1223) 
uscteu( JL Aue keux)-evuy-ewu;- yl/Apetepx = ((8.3.12b) 
e E + eu(Vl/Ave + evx) + evoy -ewv,] + py —0 — (83.12€) 
€ |-we + eu(Vl/Awe + ewx) + evuy + eww! + p; = 0 (8.3.12d) 
边界 条 件 为 : | 
p-n, 在 z=ņ k  (83.13a) 


w = -ne teu(l/Ang eux) t evny , Æ z—en 上 (8.3.13b) 


v = wl}: + eulx , 在 y= liz, X) E(8.3.13c) 
| 287-7 


把 uv, w, p,n 按 下 式 展开 
Q = Qo t eQi e" Qo 


代入 (8.3.12),(8.3.13) 式 ， 得 到 零 阶 量 的 方程 及 边界 条 件 如 下 : 


-uoge + Vl/Apoe=0 — (8.3.14a) 
pow = Po,z = 0 (8.3.14b) 
V L/ Ao, + voy + wo =0 (8.3.140) 
no po, Wo- —"nog, € z= 二 0 上 (8.3.15a) 
vo 一 ol , Æ y-—ly(z,X)E (8.3.15b) 


由 (8.3.14),(8.3.15) 式 可 解 得 
nol, X) = po(£, X) 
uol, X) = V/I/Am(&, X) 


由 流动 是 无 旋 的 条 件 引入 势 函数 os 使 


l l 
TOEP = v0, ZY: = Wo 


且 要 求 
f | odua: =0 (8.3.16) 


由 (8.3.14c),(8.3.15) 式 可 知 ， y 满足 
Pyy + 92; = 1 (8.3.17) 


pz 一 4//， 在 :=(0 上 
Qa —0, 在 y —lg(z,X)E 


(8.3.18) 
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这 是 Poisson 方程 的 Neumann 边 值 问题 ， (8.3.16) 式 保 证 了 解 的 
唯一 性 . 由 于 渠道 侧 壁 不 随时 间 而 变 ， 所 以 y 与 & 无 关 ， 是 X,y, z 
T) ER X. 


一 阶 量 的 方程 和 边界 条 件 为 
~ur 十 VIM4uouas 十 VUA. T pox =0 (8.3.19a) 
—ugt t pi, =0 (8.3.19b) 
wo, + Piz =0 (8.3.19c) 
Vi/ Au 二 Ux 二 viy 十 Wi,z 三 0 (8.3.19d) 
Pi =m 


在 z=0 上 (8.3,20a) 
100,27]9 + w1 = -ME ct vy l/ Auono,e 


vi = wilis auohex, 在 y=l4(z,X) 上 (8.3.20b) 


由 (8.3.19b), (8.3.19c), (8.3.20a) 式 可 得 


l 
pı ah, eee (X, yz) +n + mgep(X, y, 0) (8.3.21) 


把 (8.3.19d) 式 在 渠道 断面 区 域内 积分 ， 得 


d fc VU Au ~ vox)dydz = | J C» 


(e) 
Tu z)dydz = [ v: — wdy 
(s) 


其 中 (s) 为 (o) 的 周 线 ， 用 (8.3.19a) 式 消去 上 式 中 的 ue 利用 边 
界 条 件 (8.3.20) 式 ， 把 上 式 积分 出 来 ， 经 过 整理 ， 可 得 如 下 的 变 系 
数 KdV 方程 


3i? —— 
no (VAD x + 2V Alno, x + X ~ l;)9ono, 
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十 ij X, H 一 
A Ji. (0,X) E Y ogee 


(8.3.22) 
其 中 p 为 方程 (8.3.17) 满足 边界 条 件 (8.3.18),(8.3.16) 的 解 . 
对 于 矩形 截面 情况 ， (8.3.22) 式 变 为 
Hh 3 JV 
| s no 十 2no,x + WILLE: + -7046 = 0 (8.3.23) 


对 于 如 图 8.3.2 所 示 的 左右 对 称 的 三 角形 渠道 来 说 ，(8.3.22) 式 
变 为 
1 |] 10 
a V2h( 十 了 tg Y)noéee 十 hah nos 


(hV/2htgy)x 


十 2 十 .一 -一 天 = 一 一 一 
0,xX hyv2htey 


no = 0 (8.3.24) 


图 8.3.2 SRE — ROPA 
— ND (8.3.22) 作 变 换 
C= (Al)iyo . (83.25) 
可 把 (83.22) REX 


| Cx -F a( X)GGge + 3(X Weee = 0 (8.3.26) 
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其 中 


3 
T 7 lz) 
a(l X) = j 
2( AD 
ax) i [T X, y, 0)d 
= AZA Jox p(X, y, 0)dy 
(8.3.27) 
对 于 矩形 渠道 3 , 
a= 3 RTTA, 8 = gh? (8.3.28) 
对 于 左右 对 称 的 三 角形 渠道 
Q = 5h Pg t) 
(8.3.29) 


1 1 
8 = s 2h + 318) 


一 般 情况 下 ， 方 程 (8.3.26) 只 能 数值 求解 . 但 若 假定 0,08 AX 
的 缓 变 函数 ， 即 
a —o(uX), B-f(uX) 
ABu«1HGGBAXCEASE, (8.3.26) 式 可 解析 求解 ， 从 而 求 得 
缓 变 任意 截面 渠道 中 的 非 线 性 周期 波 ， 把 6 按 u 展开 


其 中 
T = uX 


9 =E- Juo(XJdX 
w = wo + uude 
可 得 (o, C 的 方程 


~woCo,9 + oaCoCog + Bog00 =0 (8.3.31) 


—w»G1,0  o(CoQ1)e 十 26166g = —Go,r 十 w16o8 (8.3.32) 
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把 X 看 作 参 数 ， (8.3.31) 式 即 为 常 系数 KdV 方程 ， 其 周期 解 
为 


1 H 
co =H 个- 1- E) +Cn?( EO] (8.3.33) 


其 中 K, E 分 别 是 第 一 、 二 类 完全 椭圆 积分 ， m 为 它们 的 模 数 . 
m — 1 Wł, (8.3.33) A ARE UG m — 0 时 ， (8.3.83) 式 成 为 
Jc Rh CURE 

解 (8.3.33) 式 的 时 间 半 其 为 


= 128m 
T =2K\ = (8.3.34) 
H wo 与 m, H 的 关系 为 
H 3E 
wo = C -m- 7) (8.3.35) 


m,H 及 9 中 的 初始 相位 由 边界 条 件 决定 . 
方程 (8.3.31) 的 弧 立 波 解 为 


Co = a sech’bo - (8.3.36) 
其 中 
a = —, — 4j 一 一 (8.3.37) 
Q 
为 了 解 方程 (8.3.32), 我 们 令 

(1 = Coeg (0, T) (8.3.38) 

9 所 满足 的 方程 为 
B (2o,069o + Co,6960)e 十 GoT — «160, = O (8.3.39) 


利用 Co 及 其 导数 在 无 穷 远 处 为 零 ， 把 (8.3.39) 式 直 接 积分 一 次 ， 然 
fi SEA Coo, 再 从 -oo 到 oo 积分 之 ， 对 孤立 波 的 情况 分 部 积分 后 可 
得 n 
2 10 一 
E i - (6 =0 (8.3.40) 
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Bn 
(a4 /b)r = 0 (8.3.41) 
利用 (8.8.87) 式 ， 上 式 又 可 表示 为 
no ^» (a/8) 3 (AD) /* (8.3.12) 
对 于 左右 对 称 的 三 角形 渠道 而 言 
no ~ h^ 9 3tg72/3A(1 + gy) (8.3.43) 


对 于 矩形 渠道 而 青 
no ~ 1723h! |. (8.3.44) 
该 式 与 长 波 小 振幅 时 的 Green 定律 n ~ Th 不 同 ， 各 自 适 
用 于 不 同 的 情况 . 
孤立 波 的 相 速度 


1 


C = E 十 ca [1 — (41;/3°)| ls (8.3.45) 
对 于 和 矩形 渠道 ， 上 式 变 为 
C2 一 h 4 ea (8.3.46) 
与 长 波 理论 线性 化 结果 一 样 . | 
对 于 如 图 8.3.2 所 示 的 三 角形 渠道 


1 
C? = jh aa (8.3.47) 


在 常 截面 渠道 中 传播 的 孤立 波 ， 经 过 一 段 变 截 面 渠道 之 后 会 发 
展 成 几 个 孤立 波 加 上 一 个 残余 波 列 , 这 就 是 孤立 波 的 分 裂 ，Madsen 
和 Mei(1969) 首先 从 数值 计算 中 发 现 了 这 种 现象 ， 并 用 实验 加 以 证 
实 ， 这 里 我 们 将 讨论 任意 截面 渠道 孤立 波 的 分 裂 . 

这 里 ， 我 们 不 要 求 a, 3 为 美的 缓 变 丽 数 ， 而 从 (8.3.26) RH; 
发 讨论 问题 . 
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作 变 换 


Ç= mAT T= f. oax, o=é (8.3.48) 
(8.3.26) 式 变 为 
Asoo — 6AAs + A + -= 3 Info) A= 0 (8.3.49) 


方程 (8.3.49) 有 如 下 两 个 不 变量 : 


[BX)/a(X)) - [a(G/8 00) 人 - Ado =const (8.3.50) 


(8(X)/a OI - le) /BX [ i Ade = const (8.3.51) 


h 
hi > 
— | 
Xo Xi Xa X3 


图 8.3.8. RARER RENE 
如 图 8.3.3 所 示 ， 有 一 孤立 波 
A = —a; sech?b,o 


在 任意 常 截面 渠道 XoXit 中 自 左 向 右 运动 ， £ xA BERE EE XX» 后 
波形 变 为 | 

A = ~az sech?bsc (8.3.52) 
自然 , (8.3.52) 式 所 描述 的 波 己 不 再 是 孤立 波 了 ,利用 不 变量 (8.3.50), 
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(8.3.51) 式 可 得 
b =b1, a2-aj[o(X2)/8(X2))-[8(X1)/a(X1)) — (8.3.53) 
波 在 常 截面 渠道 X?Xs 中 的 发 展 由 下 面 的 常 系数 KdV 方程 
A, — 6A As + Acos =0 (8.3.54) 


的 初 值 问题 所 决定 ， 其 初 值 为 


a(X2) BIX1) 
B(X2) a(X1i) 


按照 反 演 散 射 理论 ， (8.3.54), (8.3.55) 式 的 特征 方程 为 


A(o,0) = a2sech?b2o = —ai sech?b,o (8.3.55) 


Poo + (azsech2ba + A)Y = 0 (8.3.56) 


作 变 换 Z = thbac,(8.3.54) 式 可 化 为 连带 Legendre 方程 


d dy 入 
再 进行 变换 
V = (1 一 22)22(2) 
u = ;ü — Z) 
E = Vib 
Jj f& (8.3.57) 变 为 超 几 何方 程 


u(1— uw + (E 4-1)(1- 2u)u' - (E— s)(E- s + 1)w = 0(8.3.58) 


其 中 s 由 下 式 决定 

o(X2) 8(X1i) 
B(X2) a(X1) 
在 和 平面 上 单位 圆 内 ，(8.3.58) 式 的 正则 解析 解 用 超 几何 涌 数 FF(E 一 
s E+8s4+1;E+1;u) 表示 ， 如 果 要 求解 在 4 = 1(Z = ~1,& = 一 20) 
有 界 ， 则 必须 


a2/b2 = s(s -- 1) =2 


(8.3.59) 


E-s--n, n-0,1,---,[s] 
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即 
A--(s-n)bj, n-0,1.-,[s  . (8.3.60) 


其 中 [s] 表示 不 大 于 s 的 最 大 正 整数 . 
因此 ， 方 程 (8.3.56) 有 [s] + 1 个 负 的 离散 特征 值 . 按照 反 演 散 

射 理论 , 每 一 个 负 的 离散 特征 值 对 应 于 一 个 孤立 波 , 所 以 (8.3.55) X 

表示 的 波 最 终 发 展 成 为 N 个 孤立 波 加 上 一 个 残余 波 列 ， 由 (8.3.59) 

式 可 知 孤 立波 个 数 N 满足 下 面 的 不 等 式 

8(X1) a(X2) 


NON - D < 270) 8X3) 


< N(N 4 1) (8.3.61) 


而 波幅 mo 的 渐 近 侦 为 


2A [an] 


X=X2 


_ B( X2) o(X1) CUL 


rd x (s—n)mi (83.62) 


其 中 mol 表示 mo TE M A E R E Xo X, 中 的 值 . | 
H TEER, 0,98 由 (8.3.28) RH, MAMIR N 
满足 不 等 式 


N(N — 1) < 2(l/l5) (h/h) < N(N + 1) (8.3.63) 
对 于 宽度 固定 的 矩形 渠道 ， 若 把 h WE O1, 则 (8.3.61) 式 变 为 
N(N — 1) < 2h7?^ < N(N +1) (8.3.64) 


由 (8.3.62) 式 知 ， 孤 立波 波幅 Co 为 


2(s — ny 
s(s - 1) 


Go.1: n = 0, 1, "tt. [s] ' (8.3.65) 


对 于 宽度 不 变 、 深度 变 为 原 深 度 一 半 的 和 矩形 渠道 ， 按照 (8.3.64) 
A, N23 fH (8.3.62) X, 波幅 分 别 为 1.72701. 0.6670,1. 0.1070.. 
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这 与 Madsen 和 Mei 的 数值 计算 结果 1.67mo 1,0.75m 1,0.16mo 1. 符 
合 得 很 好 . 
对 于 深度 固定 、 宽 度 可 变 的 矩形 渠道 ， 若 取 da = 1 则 (8.3.61) 
式 变 为 ; 
N(N - 1) «25? < N(N +1) (8.3.66) 


在 这 种 情况 下 ，12 < 了 才能 分 裂 为 三 个 孤立 波 ， 而 深度 可 变 时 ， 分 
裂 为 三 个 孤立 波 的 深 深度 ha < 0.614， 所 以 ， 渠 着 深度 的 变化 比 宽 度 
的 变化 更 容易 产生 孤立 波 的 分 裂 | 

由 (8.3.64),(8.3.66) 式 知 ， 对 于 单纯 变化 深度 (或 宽度 ) 的 矩形 
HGB, E h2( 或 2) 大 于 hi( 或 h), 就 不 会 发 生 孤 立波 分 裂 ， 但 对 于 
宽度 、 深 度 都 有 变化 的 矩形 渠道 ,不管 hs( 或 l2) 是 否 大 于 h(E} l), 
只 要 

(li /l9)  (h, /h39/* > 1 


就 会 发 生 孤 立波 的 分 裂 . 这 是 由 于 宽度 (深度 ) KRD KAT RR ( 宽 
度 ) 增加 的 作用 . 

对 于 如 图 8.3.2 所 示 的 三 角形 渠道 ， 孤 立波 个 数 N 满足 下 列 不 
等 式 


hi^ (1+ ;tg 2)tg! m 
N(N-1)« TE <N(N+1) (8.3.67) 
2 O + 3tg?y)tg 2 : 


而 每 个 孤立 波 的 波幅 为 : 
h3(1 + zt») > 
一 一 3 一 (s 一 m20o0 (8.3.68) 
hi(l- 318 m) 
值得 注意 的 是 ， 当 y 不 变 时 ， 就 孤立 波 分 裂 而 言 ， 三 角形 渠道 
与 深度 、 宽 度 按 同 一 规律 变化 的 矩形 渠道 相当 ， 而 比 单纯 变化 深度 

或 宽度 的 矩形 渠道 更 容易 分 裂 . 
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Peters (1966) 最 早 考虑 了 任意 截面 渠道 中 的 孤立 波 ， Johnson 
(1973) 研究 了 缓 变 深度 渠道 中 的 孤立 波 ， 周 显 初 (1983, 1986, 1987) 
研究 了 缓 变 任意 截面 渠道 、 有 基本 流动 的 渠道 以 及 密度 连续 分 层 的 
渠道 中 的 抓 立波 以 及 它们 的 分 裂 ， 他 (1989) 还 考虑 了 各 种 流动 情况 
下 孤立 波 的 发 展 变化 ， 戴 世 强 (1983) 和 Grimshaw(1978) 也 做 了 不 
少 工作 ， 有 兴趣 的 读者 可 进一步 参考 这 些 文献 


8.4 非 传播 孤立 波 


孤立 波 是 非 线性 科学 中 的 一 种 奥 型 现象 ， 带 有 普遍 意义 ， 一 般 
的 孤立 波 都 是 行 波 ， 而 非 传播 孤立 波 并 不 传播 ， 并 由 此 而 得 名 ， 非 
传播 孤立 波 很 容易 产生 ， 在 一 个 罕 长 的 水 横 中 (长 x 宽 x ma 
30cm x2.5cmx8cm) 注入 表面 张力 不 很 大 的 液体 (如 肥 旺 水 ， 甘 油 
水 溶液 等 等 ) 约 2 一 5cm 高 ， 把 水 村 放 在 振动 台 上 用 约 两 倍 于 槽 内 
液体 本 征 振动 频率 及 合适 的 振幅 ， 使 水 槽 振动. 即 可 在 槽 内 观察 到 
非 传播 孤立 波 ， 因 它 不 传播 ， 为 保持 它 的 形状 ， 它 在 宽度 方向 必须 
有 谐振 ， 是 一 种 包 络 孤立 波 ， 非 传播 孤立 波 首先 由 我 国 南京 大 学 赴 
美的 访问 学 者 吴 君 汝 博士 (Wu et al. 1984) 报道 . 这 里 我 们 只 想 利 
用 可 解 性 条 件 导 出 非 传 播 孤立 波 的 控制 方程 一 一 —" 4 3c 90 
的 立方 Schrödinger 方程 及 其 孤立 波 解 . 和 欲 知 更 多 详情 的 读者 可 参 
Æ Larraza and Putterman(1984), Miles(1984) , E AK BEA BS 
(1986) . AZE (1988) 、 周 显 初 和 崔 洪 农 (1991, 1992) 等 人 的 论 
X. 


我 们 从 水 波 的 基本 方程 出 发 
|» A26 x0, h € z € n(z,y,t) (8.4.1) 
ó,—0,  z--L HD (8.4.22) 
by 一 0， — y-0,b (W2) (8.4.2b) 
$.—0,  z--h (底面 ) (8.4.2c) 
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pz = Qm + pzrnz + QyT)y; z —"(z,y,t) (自由 面 ) | (8.4.3a) 
1 | 
ó t gn (02 t Oy +O) 


B a l Neal 1 tm) 十 nyy (1 十 n2) = 27z71y71zy 


p (L+ n3 +)? 
z =n(z,y,t) (8.4.3b) 
其 中 l 
9—-9gt9-9g + e'ygcosunt (8.4.42) 
y = Avza/c?g EE (8.4.4b) 


$ 为 速度 势 ， 7 为 自由 面 高 度 ， a 为 强迫 振动 的 振幅 ， o 为 液体 
的 表面 张力 系数 ，p 为 液体 的 密度 ， 2wo 为 强迫 振动 频率 ，e 为 小 
E, z 轴 垂 直 向 上 ， 以 静止 液 面 为 零点 ， 工效 b. 关于 液体 质量 守 
恒 方 程 将 在 有 关 的 地 方 列 出 . 

为 了 在 自由 面 上 给 出 o 的 单一 条 件 ， 而 使 7 只 包含 在 高 阶 项 
中 ， 我 们 把 自由 面 上 的 条 件 (8.4.3a),(8.4.3b) 式 合并 为 


Ou 十 Qem + g(6; — oon, 一 bum) + (gin): + Prz 
TÓyOyt + ÓzÓz + ÓxÓziTh + Pypyzh + OzOzzM 
- = [es + 20zza1 + zza + Gaza | 
+ [Bay + 26yz2my + BasTyy + NM 
-7 en. 十 óyny)zz 一 PL + Óyny)yy 
-5 Sian? + "ley * S las 十 "wil + Prey 


z = n(z. y, HE (8.4.5) 
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引入 多 重 尺 度 


3-0 Cet) 


(8.4.1) 一 (8.4.5) 式 中 对 z 和 上 的 导数 都 应 以 下 式 代 替 : 


| ð ð 
9,9 119 189 +... (8.4.6) 


把 o, n 展开 为 


和 


把 自由 面 z =” 上 的 条 件 移 到 z =0 上 ， 因 而 


olz, yn, t) = A(z, y,0, t) + d. (z, y,0,t)n 


Mm  (T,z1, Toy yt ti t2: 


Qa (Z,21, 22y, Zit ti, 6] (8.4.7) 
) 


1 
56s (m. y. 0, tn Tee (8.4.8) 


把 (8.4.6) 一 (8.4.8) 式 代 入 (8.4.1) 一 (84.5) X, 3E c HRH 
列 ， 可 得 各 阶 的 方程 及 定 解 条 件 ， 
一 阶 的 方程 及 定 解 条 件 如 下 : 


Vh =0 


Q 
z 7 rzz z] 一 0 , 
Pitt T gói 7 (Óizzz 十 Plyyz) &z-0b 
-gm 十 op" (mza T Niyy) = bt ， 
再 加 上 定 解 条 件 (8.4.2a),(8.4.2b) 和 (8.4.2c). 考虑 到 在 y 方向 有 谐 
振 ， 所 以 一 阶 解 为 | 


hk / 
Qi = Qu = aa t) [A(Z +Y) 十 cc (8.4.9) 
wi 
1h Ll gl +0) [A(Z + Y) 一 c.c.] (8.4.10) 
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其 中 


w^ =gkT(1 +0) (8.4.11a) 
T = tanhkh (8.4.11b) 
c = ak?/(pg) (8.4.11c) 
k — nb (8.4.11d) 
Z = e*t) (8.4.11e) 
Y = qoa (8.4.11f) 


c.c. 表示 前 项 的 复 共 轿 ，ii 代表 一 阶 解 中 的 一 次 谐 波 . 注意 ， 一 阶 
解 中 不 含 >，4 是 缓 变 量 z1, x2,t1,t2 的 函数 ， 这 里 我 们 还 认为 强迫 
共振 频率 之 半 与 本 征 频率 之 差 为 小 量 


wg — w = &^wa (8.4.12) 
二 阶 问 题 的 方程 和 定 解 条 件 为 
V?$, — 0 (8.4.13) 
CQ 
Qatt + 992; 一 p P: t Q2yyz) 
= —(óiu + góiz)zm — Óóuzmu + géuymy — PiyP1yt — (1:012 
a | a a 
| —201u t — Ó1zzyyfll m —(Oiymy)yy 十 2—Ó1zzyfliy 
p p p 
m 
t5 Pizy 在 z = 0 上 z (8.4.14a) 
—gr + op (Mzz + 12yy) 
1 
= Oy t O1 + Oum 十 3 (?iy +h Æz=0k (84115) 


定 解 条 件 还 有 (8.4.2a).(8.4.2b) II (8.4.2c). 
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把 (8.4.2a) 式 具 体 运算 出 来 之 后 就 会 发 现 ， 在 等 号 左边 含有 一 
阶 齐 次 方程 的 一 次 谐 波 解 e(Z 十 了 ) 十 c.c. 为 保证 二 阶 问 题 (8.4.13)， 
(8.4.14) 有 解 , 这些 一 次 谐 波 项 应 满足 所 谓 可 解 性 条 件 .对 于 (8.4.14a) 
式 的 可 和 解 性 条 件 为 


A, =0 (8.4.15) 
为 了 解 po 和 m, 我 们 引入 液体 的 质量 守恒 方程 
L pb | 
广 / f, dzdydz = const (8.4.16) 
我 们 解 得 二 阶 问题 的 解 如 下 : 
h2k(z+h 
2 二 t+) p AZ 十 了 分 十 cc. 
十 |B; A?ZY t ec. t Tet [Bo(Z +Y) + c.c] 
+B(z1, 22, titz, t | (8.4.17). 


| gm = bı |A? (2? +Y?) + cc. + bol A|? + lbs AP ZY* 十 cc. 


wi 


其 中 B 
| 3i (0 e T?) [1 - T?) - e(8 - T?) 
= — —T-oG8-T» sB T3 (8.4.19a) 
B = kig + 3T?) (8.4.19b) 
27 2w v 
|. KT? - 3) 
bi = Lm 2G TN moa- 5j (8.4.20) 
b; = 2k? (T? — 1) | . (84.20b) 
| K*(T* +1) 
3= Fi (8.4.20c) 
B =b |A} (8.4.20d) 
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只 要 任 细 地 把 (8.4.5). 式 展开 就 可 以 得 到 三 阶 的 自由 面 上 的 这 
界 条 件 ， 原 则 上 没有 任何 困难 ， 但 太 繁 元 ， 这 里 不 列 出 来 了 .事实 
上 ， 我 们 并 不 需要 解 出 加 和 m3 ， 而 只 要 求 出 对 应 于 93 的 可 解 性 
条 件 ， 所 以 运算 中 只 要 算出 相应 的 一 次 谐 波 项 就 可 以 了 . 

三 阶 一 次 谐 波 的 可 解 性 条 件 为 
l 


2wiAn 1 


2 
2 w Yy * — ziw 
ww Áz iz, +v|Al A+ 30 可? e 2t2 — 0 (8.4.21) 


其 中 ws d (8.4.12) ARE, w = dw/dk > 0,* S Xo dd dt 


kt [(T? -1)9 — T?) + o(3 - T2)(T? - 7) 


V 一 


2 T? — c(3 — T?) 
90T^ 2(1 +c) 
T? 4 1y .4. 
l+o Pid +1) (8.4.22) 


(8.4.21) 式 是 自由 面 高 度 的 调制 方程 . 令 Aet, 则 (8.4.21) 式 
变 为 


— — wu — — 2 . wy a 
2ww24 + 20 A, 十 7 4nn tv 四 4 十 204 z^ = 0 (8.4.23) 


回 到 物理 变量 并 且 去 掉 “- ”号 ， 可 得 
2wiA, 十 ru Arr + €v|AD A + 2w(wg — w)A 
+2w°waA*/ [g +0) 2 0 (8.4.24) 


(8.4.24) 式 即 为 非 传 播 孤立 波 波幅 调制 的 基本 方程 
当 g = 二 0 时， (8422) REHA 


1 . 
v= zk" | 274 + 3T? +12- 97-?| (8.4.25) 


这 正 是 Miles 考虑 了 质量 守恒 后 得 到 的 结果 . 
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有 些 作 者 仅 考 虑 局 地 情况 ， 因 而 没有 引入 (8.4.16) 式 ， 因 而 v 
的 表达 式 不 是 (8.4.22) ， 而 是 
 k' |(T^ - (9 - T) * o(3 - T?)(T? - 7) 
EP T? —c(3 - T?) | 


,90T* 2(14- c) 
li+o 1+4o 


(T? + 1)? +4(1 + o)(T? 一 1)?] (8.4.26) 


4 
y = zT! — 5T? + 16 — 9T?) (8.4.27) 
也 与 Miles 的 结果 一 致 . 


除了 横向 谐 波 的 快 变 因 子 外 (我 们 把 变换 A = Aee 也 归 到 
这 里 ) ， 非 传播 孤立 波 不 随时 间 而 变 ， 因 此 


A, =0 (8.4.28) 
则 方程 (8.4.24) 变 为 
ww” 2.142 2w wga a 
Aza + € v|AP A + 2w(wo - w)A + A*=0 (8.4.29) 


g(1-- oc) 


方程 (8.4.29) 的 解 取决 于 v»0sv«0. 
"^ ,y»0H, (8429) 式 有 了 呼吸 孤立 波 解 


i | 
eA = iy 了 (ETwaa — wwo +w?) 


: (8.4.302) 
2 
-sech | — (kTwga — wwo +w’) 1 
Ww 
或 2 
, /2, -Ww 
一 一 一 一 2 / 
WV Gü xj T3202] 
(8.4.30b) 


: sech | 


+ 20w3) «| 


* 304 * 


由 (8.4.30) 式 知 : 激励 振幅 越 大 ， 波 融 越 高 ,但 波 宽 却 越 小 . 由 于 根 
TATAEE, 所 以 


a > (wo — w)w/(kTwg) = (wo — w)/kTwo (8.4.31) 


这 说 明 在 wo > w 时 激励 振幅 必须 大 于 某 个 财 值 才能 产生 呼吸 孤立 
子 ( 即 有 双 曲 线 正 割 形状 的 非 传播 孤立 波 ). 由 于 强迫 振幅 a = O(e )， 
所 以 C 


— (kTwga — wwo + w?) = 2kTwoa — w < 0 
duo 


BD wo 变 小 时 ， 呼 吸 孤立 子 更 高 ， 实 验 中 常 选用 比 (8.4112) 式 算得 
的 w 更 小 的 wo, 以 得 到 较 高 的 呼吸 孤立 子 . 
M p <0 时, 方程 (8.4.29) 有 纽 结 孤 立波 解 


eA =4/ y (wwo — w 4 kTwĉa) 
k TU 2 
‘tanh |4/| — (ww — w^ + kTw$a)z 
WwW 


Denardo 等 人 (1990) 已 经 在 实验 中 观察 到 了 这 种 纽 结 孤 立波 . 


(8.4.32) - 


8.5 Stokes 波及 其 稳定 性 


以 上 几 节 讨论 了 浅水 波 的 情况 ， 在 深水 中 ， 非 线性 效应 变 弱 ， 
色散 将 起 主导 作用 ， 可 以 应 用 摄 动 法 来 研究 这 类 弱 非 线性 问题 . X 
PRE, Stokes (1847) 是 最 早 提出 变形 参数 法 的 科学 家 ， Stokes Ww 
是 应 用 摄 动 理论 成 功 的 范例 . 

人 们 在 实验 中 发 现 , 经典 的 Stokes 波 是 不 稳定 的 , 被 称 为 Benja- 
min-Feir 不 稳定 性 (1967), 随后 Ono (1972) 研究 了 有 限 深 度 的 情 
况 ， 在 探讨 产生 海浪 随机 性 原因 时 , . 人们 认为 ， 除 了 大 气 满 流 强迫 
外 ， 这 种 B-F 不 稳定 性 也 可 能 是 内 在 的 原因 ， 于 是 80 年 代 开 始 研 
^t Mum] B-F 不 稳定 性 (Bliven, Hwang 1986, Li et al. 1988, 
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Hara, Mei 1992, Saffman 1993), 获得 了 有 意义 的 结果 ， 所 以 ， 我 们 
将 Stokes 波及 其 稳定 性 结合 起 来 讨论 . 研究 缓慢 调制 的 弱 非 线 波 的 
演化 ， 水 波 运动 速度 势 应 满足 


Vó =0 (8.5.1) 


在 底部 


2 一 z = —h (8.5.2) 


自由 面 的 运动 学 ， 动 力学 条 件 应 在 z = 0 附近 进行 Taylor 展开 (E 
确 到 O(ka)3): 


eee eL e So p S Gr Coe ta 

ecd th + S [u Vulg 4 0 (8.5.3) 

-g6 = x "lo 十 cS + (y "ES - [3 十 Za Eh (8.5.4) 
由 于 有 缓慢 调制 ， 可 采用 多 重 尺度 方法 ， 令 

pn = bn (x, 21,22, Eni Zib, ti, tn) (8.5.5) 

Cn 一 Cn(zO1 22 Enit, ti, ettn) (8.5.6) 


其 中 rn = e"z,tn = ehtne = ka,k 为 波 数 ，4a 为 波幅 ， 由 此 可 导 
出 各 阶 方程 


o æ 
(zz * gg» Fa, n=1,2,3 (8.5.7) 
其 中 ， 
所 =0 
Fz = —201z7 
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Fs 一 一 (bizizi 十 26122, T 262221) 


自由 面条 伯 
rgnlo =Gn, ,z=0 (8.5.8) 
Rt T=98-+ $ 

G; —0 | 

G2 = -[a T. + ($i; + 412i 261] 

Gs = [Tsp + GTeba  z ET 2(bsdns + izz) 
-OOs + Gade 1 (bie P Xs + 0) 
+2ġam + Disdast, Disi izt Dota 
+2glzgita 2G iu + Zit + Pinn] 


Bernoulli 方程 为 
—gCnlo = Hn (8.5.9) 


其 中 
Hi = da 
H5 = ġa + ; 9, 41) + di + GO 
Hs = ése + diens + iraz + ibrat Ghia + dia 
+G (Øe + Ar) + Ps + biebiss + bi Cibin 
在 底面 上 
dpn) -0 — (8.5.10) 


Oz zz—h B 
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不 妨 假定 一 阶 和 解 是 线性 行 波 ， 那 么 高 阶 和解 应 是 各 种 谐 波 的 又 加 ， 所 
以 4 ' 
{pn, Fh, Gn} = ` e {pnm, Fam, Gnm} (8.5.11) 


m=- t 


其 中 相 函 数 V = kz — wt, 并 有 Pn,—m 一 Onm? * Adit9 mM S, 
BHURSNEQ:-k(z-44h)q-kh, 可 得 一 阶 解 为 


ch ， 
4 $10 一 D. (i Ae" 4- c.c.) (8.5.12) 
1 iV | | 
G = g(4e* t ce) (8.5.13) 


其 中 4,010 BA wl, TI "s1, tos: "t 的 少数 ， C.C. Aon dtu ERE 


w? = gkthkh (8.5.14) 


从 即 = 2 起 ， 由 于 有 非 齐 次 项 ， 必 须 满足 可 解 性 条 件 : 


0 
l Gm = J Fodz | (8.5.15) 
9 —h 
f hk(z +h) 
C 之 
-Gni = E Fu—— ERO (8.5.16) 


对 二 次 以 上 高 阶 谐 波 ， 边 值 问题 不 存在 齐 次 解 ， 否 则 将 不 满足 色散 
XA: 二 阶 问题 强迫 项 为 


F2 = G20=0 


F | wchQ ðA 
21 shq Oz 
w^chq 3A 
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ul 


A 4 cn 


代入 可 解 性 条 件 ， 得 


a 4 "y -0, q= - (8.5.17) 
所 以 调制 波 是 以 群 速度 传播 的 
$2 — $20 — gg Gh oe 4 c.c.) 
C2 = X Tu — shg |A} 
+ +c.c.)— Rx aae Lec.) 
Echa(2ch^g + 1) iz aig 4 oc) . (8.5.19) 


8sh?q 
n=3 时 ， 只 需 利 用 其 可 解 性 条 件 ， 得 
-iA, t a Ag + B|AI A -- 4A — 0 


r= zi-ehir = eti, 对 该 包 Y= 0, 否 则 可 引进 A=Bexp(-i | ydr), 
化 为 | 


-iB, + oBg + B|BB —0 (8.5.20) 
其 中 
a = 
wk? » w — (2wch^q + keg)? 
对 无 限 深情 形 化 为 
„ðB 
«A E — Bee + -H BPB = 0 (8.5.22) 


: 309 ， 


如 果 考 虑 无 调制 的 非 线 性 波 波幅 4 满足 


= + iwl APA =0 (8.5.23) 


所 以 A = ao exp(—iwaagt»), 其 中 


wk? 
8 十 ch4o — 2th? 

W2 = 16shfq ( 十 cn gq q) 

所 以 
1 i) 

C1 = z(%€ + c.c) 

7 = kr — wt 

wW =w -+ e was 

z= zl + ca(kao)?] (8.5.24) 
其 中 


cz = 一 一 一 (8 + ch*q — 2th*q) 


LS 
这 是 非 线性 色散 关系 ， 即 波 速 还 依赖 于 波幅 ， 一 般 在 工程 上 常用 五 
Ur Stokes 波 理论 ， 有关 结 果 可 参看 (Fenton 1985, Hui 1982, 宋 涛 ， 
李 家 春 1988). 

现在 来 研究 上 述 Stokes ET 不 稳定 性 , 我 们 由 非 线性 Schródin- 
ger 方程 出 发 ， 令 


B= aexp(i J W(£,)d£) . (8.5.25) 

分 开 实 部 和 虚 部 可 得 
ĉi 一 dag (Wa?) =0 | (8.5.26) 
d eo — W?) + 8o?| = 0 (8.5.27) 
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NT 


PE 


4a-aagT a',W =W 并 认为 扰动 是 缓慢 调制 波 ， 即 


(QKt-07) (8.5.28) 


a — ale 
W'aW'eKe-0T) —— (8.5.29) 
可 得 到 
ind — aai KW? =0 (8.5.30) 
Pi (iK)? + 28ag(iK)| — in W = 0 (8.5.31) 


(8.5.30), (8.5.31) 有 非 平凡 解 的 条 件 是 


N = X K Jo? K? — 2apa3 (8.5.32) 

如 果 af «0,0 为 实 根 ， 边 带 扰动 是 中 性 稳定 的 ， 如 果 a > 0, 则 

K? < 28a2/a (8.5.33) 

——PüP EE 
稳定 性 ). 对 无 限 水 深情 况 


H < V8kao (8.5.34) 


时 ， Stokes 波 是 不 稳定 的 ， 这 时 


K? K? 
N = twla a 
Æ K —0,K = V8k?2ao 时 增长 率 为 零 ， 而 |K/k| = 2kao 时 ， 最 大 
增长 率 为 


— k?a2)? (8.5.35) 


2 2 


n 1 
| T = 5000 (8.5.36) 


实际 上 , 缓慢 调制 的 Stokes 波 存在 着 三 组 波 w,w 土 f 的 共振 相互 作 
用 . 在 包 络 波峰 附近 的 波 要 比 其 两 侧 的 波 运动 得 快 些 ， 因 而 有 使 前 
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面 的 波 波长 变 短 , 后 面 的 波 波 长 拉 长 的 作用 . 因 深 水 中 长 波 的 群 速度 
X, 能量 使 在 包 络 波峰 附近 积案 ,使 其 波峰 继续 增 大 导致 不 稳定 ， 上 
述 结果 已 为 Feir 的 实验 所 证 实 (Benjemin and Feir 1967). 现在 来 讨 
RAAR, X B-J 不 稳定 性 有 什么 影响 ， Li et al 1988 提出 了 简洁 
的 物理 模型 ， 是 这 一 问题 最 早 的 理论 工作 之 一 .他 们 认为 风 的 作用 
“将 会 在 水 中 产生 速度 前 切 ， 这 样 问题 就 归结 成 速度 剪 切 对 Stokes 波 
不 稳定 性 的 影响 ， 而 且 首 先 考 虑 无 限 深度 均匀 剪 切 的 情形 ， 这 时 ， 
可 以 假定 有 旋 的 速度 场 为 


u = Nyi + Vo (8.5.37) 


这 里 ， R 是 因 风 引 起 的 均匀 前 切 强度 ， 由 Helmholtz 定理 ， 速 度 势 | 


仍 满足 Laplace 方程 


V?$6 -0 | (8.5.38) 


这 时 ， 自 由 面 上 的 Bernoulli 方程 应 为 = 


2e + zu? += Dt gb 一 T — fà = const. (8.5.39) 


其 中 y n] 32 $8 7g T e 3, 满足 V. = Pz: pr = —6;, 于 是 边界 条 件 应 


3H 


xt [5- 十 nde —ó,-0, z=Ç(x,t) (8.5.40) 


同样 地 ， 我 们 可 以 得 到 均匀 剪 切 流 中 的 Stokes 波 


ọ = ee" sinkX +e EU + 3)e?*? sin2k X (8.5.42) 


n= ecoskX 十 el- 79 (24-2) - T + 4f2 + 2) cos 2k X] (8.5.43) 
以 及 色散 关系 

14-20 4 $2 — 
= cofl + € 4 
c- e te 240 
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2 (62) + 006. 9C - Ny = const., z —C(z,t) (8.5.41) 


Iv 


Pp 


t 


其 中 X =r- ct, N = Nw, = kü 4 0 
下 面 我 们 来 讨论 剪 切 流 中 Stokes 波 的 稳定 性 ， 同 无 剪 切 时 类 似 
地 ， 可 假定 | 
 £ = eA(é, r)e 77! + ec.e. . (8.5.45) 


其 中 上 = e(z -cob,r = et, c 是 群 速度 ， 同 样 地 可 导出 关于 A 的 
非 线性 Schrödinger 方程 


-i + aAge + BAJA}? =0 (8.5.46) 
其 中 
| M 
a= L UN (8.5.47) 
8k? "HEN 
2 
14-204 50 —10 , 
=T AU CR Vk 8.5.48 
p 240 # (8.5.48) 


3 N = 0 I, (8.5.46) 就 是 缓慢 调制 的 Stokes 波 的 非 线 性 Schrödinger - 
方程 (8.5.22). 由 方程 可 见 ， o < 0 时 ， 即 

5—2 124 . 
“m -an <o (8.5.49) 


时 才 是 稳定 的 ， 如 果 上 式 为 正 ， 那 么 在 


K — 52 Ilts 
一 8414-204 -7 -N 2 aok 5.50). 
PETS ++ dükwer xn (8.5.50) 


时 是 不 稳定 的 ， 在 


K 一 5—» 1 一 1 十 他 
1,^72y1 21 十 -人 一 一 化 2 5. 
k T 十 本 8 pa (8.5.51) | 


1 十 28 十 


1 
8 ak? (8.5.52) - 
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所 以 ， 我 们 的 结论 是 ， 弱 风 时 ， Stokes 波 仍 是 不 稳定 的 ， 强 风 时 ， 
B-J 不 稳定 性 会 受到 抑制 ， 在 加 拿 大 水 研究 中 心 风水 槽 中 进行 了 实 
验 研究 ， 测 量 了 风速 在 1.4m/s, 10.5m/s 时 ， 下 游 12.0, 24.1, 34.2m 
处 的 频谱 ， 证 实 了 上 述 结论 ， 还 测量 了 不 同 风速 时 ， 包 括 上 侧 带 与 
下 侧 带 的 不 稳定 增长 率 ， 与 理论 结果 一 致 (图 8.5.1). 


u(m/s) 


图 8.5.1 Stokes 波 的 不 稳定 增长 率 与 理论 结果 ( 实 线 ) 的 比较 


在 Bliven, Huang (1986) 的 实验 中 ， 同 样 发 现 了 强风 时 B-J 不 
稳定 受到 抑制 的 现象 . Hara, Mei (1991) 的 研究 结果 在 线性 速度 廊 
线 时 也 与 上 述 理论 一 致 ， 为 了 与 实际 海面 情况 比较 ， 可 取 速 度 廓 线 
为 对 数 分 布 ， 才 能 达到 定量 的 一 致 。 Li et al. (1994) 进一步 研究 了 
有 限 深度 的 情况 ， 如 果 取 N = 0, 重新 获得 了 Ono(1972) 的 经 典 结 
果 ， 即 g < 1.363 时 ， Stokes 波 是 稳定 的 ， 这 样 ， 在 有 限 深 度 时 ， 
发 现在 浅水 和 强风 时 均 有 抑止 不 稳定 的 效果 ， 所 以 ， 可 产生 两 个 稳 
EKR. 
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8.6 ”气泡 的 参数 共振 


尽管 人 们 知道 气泡 表面 振动 是 空 蚀 和 波浪 破碎 产生 的 噪声 的 原 
因 ， 但 瀑 泥 流水 、 波 浪 破碎 和 水 下 喷 管 射出 的 气泡 的 发 声 机 理 还 远 
未 被 人 们 完全 了 解 ， 实验 指出 ， 气 泡 发 声 的 频率 接近 于 球形 气泡 的 
径 向 振动 模式 (所 谓 “ 呼 吸 模式 ”) 的 频率 . 按照 线性 理论 ， 只 有 各 
向 同性 的 具有 单 极 子 形式 的 呼吸 模式 能 有 效 地 辐射 声波 ， 其 他 的 模 
式 只 产生 局 部 的 扰动 ， 因 为 它们 的 体积 守恒 . | 

Longuet-Higgins(1989) 指出 ， 由 二 阶 理论 ,一 个 频率 为 o 的 一 
阶 非 各 向 同性 模式 能 够 产生 频率 为 其 二 倍 的 二 阶 各 向 同性 模式 . 这 
种 机 制 与 表面 重力 波 的 下 述 机 制 很 相似 ， 深入 水 下 不 到 一 个 波长 的 
频率 为 o 的 一 阶 驻 波 可 以 产生 频率 为 2 的 二 阶 压力 ， 且 此 压力 可 
达到 很 大 深度 而 不 衰减 . 

我 们 研究 的 气泡 半径 从 0.01cm 到 lem， 风 波 生成 的 气泡 正好 
在 这 个 范围 之 内 .我 们 着 重 关 心 水 面 附 近 的 气泡 ， 所 以 可 把 气泡 内 - 
的 压力 近似 为 一 个 大 气压 . 

下 面 我 们 提出 弱 阻 尼 情 况 下 气泡 共振 相互 作用 理论 . 频率 为 mn 
的 非 各 向 同性 模式 (变形 模式 ) 之 间 存 在 非 线 性 耦合 , 由 于 入 射 声波 
的 共振 和 散射 也 是 探 察 海洋 中 的 气泡 的 一 种 机 制 ， 我 们 考察 强迫 入 射 
声波 的 影响 . | 

作为 参考 , 我 们 写 出 大 家 熟知 的 不 计 及 表面 张力 的 半径 为 忌 的 
充气 气泡 的 共振 辐射 频率 的 公式 


wo = y 3ypy/ p? (8.6.1) 


其 中 py 是 气泡 内 的 压力 y 是 空气 的 比 热 比 ， p 为 水 密度 . 

在 海洋 表面 附近 ， ps 约 为 一 个 大 气压 ， 气 泡 的 共振 频率 约 为 
fo = wo/2n = 327/RHz, 其 中 OR 是 以 cm 为 单位 的 气泡 半径 . 因 
此 ，kR= 一 ~ O(1077), 可 作为 小 参数 e. 假定 气泡 在 流体 中 被 
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振幅 为 4 的 入 射 声波 所 共振 ，o 为 气泡 振动 的 振幅 ， 于 是 可 以 期 户 
4/a= O(kR) 2 O(c) « 1 (8.6.2) 


在 气泡 表面 ， 一 阶 振动 量 的 量 级 为 O(a/ RR),， 非 线性 影响 的 量 级 为 
O(a/R)?. 入 射 声波 的 一 阶 扰动 和 非 线 性 分 别 为 O(kA) 和 O(kA?? 
”的 量 级 . 两 个 非 线 性 之 比 为 


(kA)*/(a/ RÝ = (A/a? (kRP = Olet) « 1 (8.6.3) 


因此 ， 考 虑 气泡 表面 的 非 线性 时 ， 远 场 声 该 的 非 线性 可 以 忽略 ， 所 
”以 用 线性 波动 方程 


c^ V^ = pu (8.6.4) 
”描述 远 场 就 足够 了 ， 而 速度 和 压力 与 o 的 关系 为 


p--pp, V=Vp, (8.6.5) 


在 气泡 附近 ，r = O(R), 水 的 压缩 性 可 忽略 ,其 误差 为 O(kR)? 
速度 势 o 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
对 oa/R< LI 的 小 振幅 气泡 振动 ，Longute-Higgins 在 平均 气泡 
半径 上 展开 运动 学 和 动力 学 边界 条 件 . 在 轴 对 称 情况 ， 令 气泡 界面 
为 >= Rc n(66), 精确 到 a/R 的 二 阶 量 ， 他 给 出 


1 | 
e — Pr = NPr — RP T= R (8.6.6) 
T »1 v? Ru2n — l V 2 
ect og * Vin - Ran = prt - z(Ve) 
T 2 2/422 3 一 2 
tog + Ve)n +w -0+1 r-R (867 
”其 中 wo 由 (8.6.1) RAH, T 为 表面 张力 系数 ， 


1 

2p 一 

vf = gline 之 让 (8.6.8) 
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5 记 作 球面 平均 
fr 
n= 地 | de f msinbdg= 了 人 n sin 0d0 (8.6.9) 
E n 和 y 按 小 参数 e 展开 


n -6m-ep 十 …: 


(8.6.10) 
p =e +e p+: 
首 项 近似 满足 方程 
"ui — Pu —0 : (8.6.11) 
ou + ogg + Vm - Rai =0 - (8.6.12) 


首 项 解 由 各 问 同 性 模式 和 各 有 子午 线 方向 变形 的 各 向 异性 模式 组 成 


N= age t+anPa(cosO)e Tt 4 x (8.6.13) 


91 = i eit 十 b (T) P, (cos g)e'7^! - « — (8.6.14) 


其 中 Pí(cos0) Æ n fr Legendre SAA, ES XR MOCURI, Judi 
Q9, An, bo, Dn 随 缓 变 时 间 ti = et 而 变 ， 且 


bo = &eRao, bn = em (8.6.15) 
这 些 模式 的 特征 频率 由 下 式 给 出 
| w^ = wo — 2T /(pR°) 
02 = (n — 1)(n + 1)(n + 2)T/(pR3) (8.6.16) 


尽管 在 一 般 的 初始 条 件 下 所 有 n = 2,3,4,… 的 模式 都 可 能 在 
在 ， 但 是 我 们 只 着 重 注意 呼吸 模式 和 第 n 次 变形 模式 之 间 的 接近 于 
共振 的 相互 作用 ， 它 们 的 频率 有 下 面 的 共振 条 件 


w = 20, +eoon (8.6.17) 
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由 于 气泡 半径 不 同 ， 正 确 的 共振 条 件 很 难 满足 ， 它们 之 间 的 失 谐 为 
egon,0 < O(1). 


在 气泡 的 平均 表面 上 ， 二 阶 解 必须 满足 下 列 边界 条 件 


1 
Tot — 2r = Tier — pz Nop — Mt (8.6.18) 


T ] 
Ppa 十 7 一 (2 +V? sIm 一 Rwina = 一 人 1rt 一 3(Vp1)’ 


T 3 | | 
egi On) + Vm «d rit - Saml- (6619 


Q2 是 轴 对 称 的 、 满 足 拉 普 拉 斯 方程 ， 因 此 ， pz 可 以 写 为 


一 co 十 > €» P, (cos 8) (8.6.20) 


-doS an (EY p, (oso) + [doe | 
92 = do 2. (e n (cos )+ [doe ts (8.6.21) 


其 中 co, cs, do 和 d & t A ti 的 待定 函数 , 须要 由 (8.6.18), (8.6.19) 
式 决定 ，do 只 依赖 于 t, 由 与 外 场 解 匹配 而 定 . 把 (8.6.20), (8.6.21) 
代入 (8.6.18), 取 球 面 平均 ， 再 利用 Legendre 函数 的 性 质 可 得 
oc00 | 
OUR 


210 


La = = [E (ade n 十 aga) 


2icn (aže ont 4 ana* — dao i, 
n 


(2n + 1)R n n di 


把 (8.6.20) 和 (8.6.21) 式 代 入 (8.6.19), 进行 同样 运算 可 得 
8d, 
Ot 


"m (8.6.22) 


— Rw’co = {w (ode ?io 十 coa0) 


taa jose 7n + ana) 


2 2 
T», : 人 
' (age 7t * EN n —— —(a 2e 21041 


2 一 00Q0) 十 Inti) 一 angn) 


' 9318* 


2T 2,—2i * 
t DR? (aže ^" -F agag) 


1—-n-n? —5i x 
* 41 (ane 9 eni) 


(age ^t 十 aga) 


al 3y+1 
wo — 7 


1 2 ,—2104 * 
+ rine + ana) 


Co g tut t md | Tx (8.6.23) - 
1 


从 (8.6.22) 和 (8.6.23) 式 消去 do 可 得 关于 co 的 方程 ， 为 使 c 有 均 
匀 有 效 解 ， 其 长 期 项 应 为 零 ， 于 是 得 到 


十 |-inu 


dao : 2 10G04l| do 
一 一 一 一 的 一 一 8.6.24 
di; isoane 十 2R ( ) 
其 中 mni | 
$9 — . n-le. — (8.6.25) 


8(n + 1)(2n + 1)R 
类 似 地 ， 把 (8.6.20) 和 (8.6.21) 式 代入 (8.6.18) 和 (8.6.19) 等 
号 两 边 乘 以 已 (cos0), 取 球 面 平 均 ， 消 去 da, 可 得 cn 的 方程 ， 消 去 
长 期 项 可 得 


dan 0. cd 
dr = —is,agase nil (8.6.26) 
其 中 (4n — 1) 
MED 8.6.27 
s 7R (8.6.27) 


Jj 8 (8.6.24) 和 (8.6.26) 描述 了 复 振幅 aoan 的 发 展 是 基本 方 
程 ， 其 中 的 系数 do 由 远 场 匹配 决定 ， 近 场 的 速度 势 (精确 到 二 阶 ) ， 
为 
= t lio eri 十 b.) P, (cos 6)e7iet 


(8.6.28) 
|^ 
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R R 了 了 ,iw 
+e? la 十 2 dn(=)"" Pa(cos 0) 十 dge t 


其 中 bo 和 如 由 (8.6.15) 式 决定 . 

按 前 面 的 量 级 估计 ， 远 场 (ro R) 的 声波 势 $ 服从 线性 波动 
方程 ， 可 以 写 为 

$= epi +E? $: = fe [Bn Pa (cos O)hn (knr)ei(knr ond)| 


,1 i(kr—ot) 2 ipo ‘ee | (8.6.29) 
eBó—e Te*-——e Tk Fee 
kr pw 


其 中 kn = on/c，hn 记 为 相应 于 辐射 波 的 第 一 类 Hankel 球 函数 
系数 Bo, B, 可 以 包含 O(e) 和 O(e?) 项 ， 在 二 阶 项 中 包含 了 幅度 为 
po 、 频 率 与 呼吸 模式 相同 的 平面 入 射 压力 波 ， 

把 远 场 和 近 场 的 速度 势 匹 配 到 O(e?), 即 令 元 > 1 时 的 (8.6.28) 
式 和 hr < 1 时 的 (8.6.29) 式 相等 ， 得 到 


bo = Bo/kR = iwRao 或 Bg = iwkRRao= O(e) (8.6.30a) 
(2n — 1)!! 


b, 一 P LR) gk, B, 一 O(e^*!) | (8.6.30b) 
do — - (SE, Ra, + Po | (8.6.30c) 
€ pw . | 


”这 意味 着 : 从 气泡 向 外 辐射 的 声波 只 是 O(e) 的 量 级 , 而 且 主 要 来 自 
呼吸 模式 . | 
最 终 我 们 从 (8.6.24) 和 (8.6.26) 得 到 的 ao 和 an 的 发 展 方程 为 


dao 。 1kR ifo (d 

du ^ ise m oy Duas gens (8631) 
d ; | 

T 一 ispaga* e ioontl (8.6.32) 
dt 


其 中 ， 我 们 已 经 把 平面 入 射 压力 波 的 振幅 p 表示 为 
po = foci? | (8.6.33) 


fo 是 复数 ， (8.6.31) 式 的 第 二 项 代表 辐射 阻尼 . 
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由 (8.6.25) 和 (8.6.27) 式 可 知 ， 对 于 大 的 n, so ~ on/(4nR) 是 
小 的 ， sn ~ 2non/ 忆 比较 大 ， 因 此 ， 要 影响 aoan 必须 很 大 ， 而 小 
的 oo 却 能 影响 un. 还 可 看 出 ， 频 率 为 0 的 平面 入 射 波 在 二 阶 近似 
内 ， 对 这 些 发 展 方程 没有 影响 ， 由 (8.6.32) 式 可 知 ， 一 个 变形 模式 
要 参加 共振 相互 作用 ， 必 须 有 非 零 的 初 值 . 

引入 无 量 纲 化 如 下 : 


T= tı/To, To = 2pwR/ (| folsn) 


AoT 14Q- 
Age! on or = (Tosn)ao, Ag«e2X?-7)esTor — Tosnan 


Jt e^|fo| 是 远 场 入 射 声 波 的 振幅 . (8.6.31) 和 (8.6.32) 式 变 为 自 
治 系统 


dAo + LI 2 * 
T 一 Hio4o — ipz0Åo —iAnt+iF (8.6.34) 
dA | 


其 中 FF 是 模 为 1 的 复数 p-iq, 


1kR 
H10 = z——wIo, 

2€ | | 
H20 = Nan To, (8.6.36) 


Han = (f? — oa)onTo 


把 (8.6.34) 和 (8.6.35) 式 的 虚 部 和 实 部 分 开 ， 得 
da 


T = — H100 + Ha2o00 + 2anbn — q (8.6.37a) 
d 

2 = —p290:9 — pobo — (an — Ba) +P (8.6.37b) 
da, | 

dr 一 Hann 十 (Boan 一 Qo.) (8.6.37c) 
i | 
Th = 一 Up2nan 一 aoan ~ PoBn  (8.6.37d) 
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其 中 
ag + 189 一 Ap, Qn 十 ibn = Án 


我 们 引入 能 量 守恒 ， 
Z (LAof + |An|) = -21o| Ao? + (IF AG + *) (8.6.38) 


该 式 可 用 来 校 核 数值 计算 . 
34 F = uio = Ho = Han = 0 时 ， 也 就 是 没有 入 射 声波 强迫 
项 ， 不 计 辐 射 阻尼 且 没 有 失 谐 时 ， (8.634), (8.6.35) 式 变 为 


dA, 


者 初始 条 件 合 适 ， (8.6.39) S 
Ao =ith(T + To), An = isech(r + 70) (8.6.40) 


这 就 是 在 非 线 性 光学 中 著名 的 所 谓 二 次 谐 波 产 生 解 . 即 当 频率 为 On - 
”的 高 强度 的 入 射 光 通过 石英 晶体 时 会 产生 频率 为 20, 的 二 次 谐 波 . 
#n=0, Wr =0 k |A] = 0,|4n| =1 而 当 r > oo RE, 
|Ao| > 1 m |An| > 0. 这 就 是 说 ， 能 量 由 频率 为 on 的 变形 模式 完 
全 转移 到 频率 为 20n = w 的 二 次 谐 波 (呼吸 模式 ) 上 去 了 ， 使 得 原 . 
来 不 存在 的 二 次 谐 波 从 一 次 谐 波 中 吸取 能 量 ， 逐 渐 成 长 而 被 激发 ， 
而 原来 存在 的 一 次 谐 波 则 因 被 二 次 谐 波 抽 吸 能 量 而 完全 消失 . ER 
水 长 波 中 也 有 类 似 的 现象 . 
方程 组 (8.6.34), (8.6.35) 有 二 个 平衡 点 . 


第 一 个 平衡 点 为 
Os = 8, —0 
- _ 41040 十 H20p 5 . H204 + 10D 
œo = 2 j ^ By = —3 2 
Hio 十 H20 Hio 十 Ho 


物理 上 , 这 是 强迫 力 和 呼吸 模式 的 辐射 阻尼 之 间 的 平衡 , 而 变形 模式 
不 出 现 . 由 该 平衡 点 的 线性 稳定 性 研究 可 知 ， 呼 吸 模式 是 稳定 的 ， 
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“而 变形 模式 的 稳定 性 由 下 式 决 定 


>1 稳定 
(p20 + p20) ln | rag (8.6.41) 
. < 不 


这 意味 着 ， 当 1 coo 时 ， 即 强迫 力 的 失 谐 与 变形 模式 的 失 谐 相当 
接近 时 ， 变 形 模式 总 是 不 稳定 的 ， 它 可 以 从 呼吸 模式 吸取 能 量 而 成 
长 . 

第 二 个 平衡 点 可 用 下 法 求 得 ， 令 


Ao = |Aole^, An = |Anne, F= eF (8.6.42) 
方程 组 (8.6.34), (8.6.35) 化 为 


Aol — — ing Ao| ^ [Ax sin(20, — 69) — sin(Op — 00) (8.6.433) 


db | 
|Aol-7— = —p29|4o| — | 42] cos(20,, — &) + cos(9r — 09) (8.6.43b) 


ih 


-| Aol| Anl sin(28,, — 65) (8.6.43c) 
A] s = —uas|An| — |Aol| Anl cos(205 — 6o) (8.6.43d) 
平衡 点 由 下 式 决 定 
14o|  (-1)^7lus, (8.6.44a) 
[Anl = fpaopos+(G -Mo (8.6.44b) - 
sin(0p — bo) = ME (8.6.44) 
cos(Ür — 89) = y (ij lol off - uas Aa") (8.6.44d) 
sin(20. — Op) = ~mm — (8.6.44e) 


cos(20,, — 0p) = 4/1 — Kohn (8.6.44f) 
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对 于 uas —0, B] 2 — o 的 情况 ， 第 二 个 平衡 点 为 


To = fg —0 | (8.6.45a) 
lAn 2 1 (8.6.45b) | 
Gn = z 1 十 2 | | (8.6.45c) 
-一 l 
= —V- 8.6.45d 
B= -万 Vi-z | (8.6.45d) 


这 意味 着 强迫 力 与 变形 模式 频率 相同 时 ， 呼 吸 模式 最 终 会 消失 ， 而 
变形 模式 与 强迫 力 之 间 则 维持 平衡 ， 
第 二 个 平衡 点 的 线性 稳定 性 分 析 导致 下 列 特征 问题 ， 


JaA + JX + hA ++ AA+ h= 0 (8.6.46) 
其 中 
Jo = 4(a2 + B;)r 
J = 4mo(@ + Ba) 
Ja = 4(a2 + Bs.) + Hio + Ido 
J3 = 2150 
Ji-1 


r = y1- iol, 
(8.6.46) 式 有 实数 部 分 小 于 零 的 根 的 充 要 条 件 如 下 : 


Jo>0, 1>0, J3J4>0 (8.6.47) 


Ji(JaJa — J4J4) — J9J2 > 0 (8.6.48). 


(8.6.47) 式 永远 满足 . 条 件 (8.6.48) 限制 了 参数 的 范围 . HE RA n, 
通过 计算 可 以 找 出 不 稳定 的 范围 人 <N < 0. 数值 计算 发 现 ， 这 
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将 导致 Hopf 分 岔 而 进入 混沌 状态 ， 有 内 趣 的 计 者 可 参考 周 显 初 和 . 
梅 强 中 (1992) 及 Mei and Zhou(1991) 的 文章 . 
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8.1 Mathieu 7j f£ ü + (Ó + 2e cos2t)u = 0, 试问 : 
(1)6 为 何 值 时 ， 直 接 摄 动 展开 式 的 首 项 失效 ? 
(2)6 =1+eô it, M PLK 方法 求 其 解 的 稳定 区 与 不 稳定 区 的 

分 界线 及 周期 (二 项 ). E 
(3)5 = 1 上 +e6 时 用 多 重 尺度 法 和 平均 化 方法 求 首 项 近似 解 . 

82 考虑 如 图 所 示 的 在 理想 平面 定常 超 音速 流 中 薄 对 称 机 票 的 无 攻 

角 均 匀 绕 流 ， 其 速度 向 量 q= U grad (xz + 0), ARERR HHE 

数 9 满足 E | 

r— i1 


Pyy — B's, = M? |— (20: + 2 + Py) lze + poy)+ 


& 20; + 2)bos  2(1 + $2)bypoy + Phy 


HARER N 


其 中 B^—M?—1, M 为 马赫 数 ， 边 界 条 件 为 


py = ET (2)(1 + ġz) ， 在 ?=eT(m) ，(0<z<1) 
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其 中 y = 4+eT(z) JRR, | 为 机 标的 弦 长 ， 上 游 边 界 条 件 为 
p=0 
试用 直接 展开 求 出 = edi +e + O(c?), 讨论 其 一 致 有 效 性 . 
为 避免 奇 性 ， 用 Lighthill 方法 


z-By-teGi(en) +: 


y=7 
改进 特征 线 的 方程 ， 求 出 G1 及 一 阶 的 一 致 有 效 展开 . 
8.3 考虑 如 图 所 示 的 没有 表面 荷载 的 菏 形 环 状 板 的 非 对 称 弯曲 问 
题 ， 板 所 受 的 均匀 径 向 予 应 力 大 到 足以 在 以 后 的 运动 中 保持 为 常数 
nr, 板 的 外 缘 固 定 ， 其 中 间 有 一 刚性 物体 ， 一 力矩 作用 于 刚性 物体 上 
使 平板 在 垂直 于 板 面 方向 有 一 位 移 W, 受 下 述 方程 控制 


cs2V4w — VÀ, «0 


预 应 力 圆 环 平板 的 非 对 称 弯曲 


其 中 e? = D/rin, < 1,D = Eh3/12(1 - 1?) ABRE, h 为 板 
R, E,V 分 别 为 杨 氏 模 量 和 泊 松 比 ， mr 为 单位 长 度 上 的 平面 预 应 
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J, n 为 外 圆 半径 ，w 用 及 来 无 量 纲 化 ， 其 边界 条 件 为 


"7 二 处 ，w = bacos90， As c arcos 
r 二 1 处 ，w = oo 一 0 
Dr 
试用 边界 层 理论 求 其 两 项 解 . 
8.4 考虑 二 维 理想 不 可 压缩 流体 中 的 重力 表面 波 , KR h =const, 试 
用 多 重 扩 度 方法 导出 有 缓慢 调制 的 弱 非 线性 波 演化 的 立方 Schródin- 
ger 方程 . 
8.5 考虑 二 维 、 理 想 、 不 可 压 、 连 续 分 层 流体 的 运动 ， 一 小 振幅 (但 
有 限 ) 长 波 在 底面 缓 变 的 静止 流体 中 传播 ， 试 求 出 自由 面 拢 动 ” 的 
首 项 近似 应 满足 的 方程 . 
(Sm: 引进 与 波 一 起 运动 的 坐标 系 & = 1 -52 "e 3^ 


为 波 的 相 速 ,假定 垂直 方向 的 速度 扰动 Vv 二 -neilt role y). o A 
Sturm-Liouville 型 本 征 问题 的 解 ， 由 二 阶 量 方程 的 相 容 性 条 件 得 到 
缓 变 系数 的 KdV 方程 . ) 

8.6 考虑 二 维 不 可 压缩 流体 在 缓 变 底面 上 的 流动 ， 有 一 定常 无 旋 的 
基本 流动 ， 一 小 振幅 (但 有 限 ) 重力 长 波 在 其 上 传播 ， 试 给 出 自由 面 
位 移 扰动 的 首 项 近似 应 满足 的 方程 . 


X —sz,c 
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第 九 章 ”级 数 的 分 析 与 改进 


在 前 面 几 章 , 我 们 已 经 可 以 用 各 种 方法 求 得 物理 问题 的 渐 近 解 . 
为 了 解决 实际 的 工程 问题 ， 必 须 进行 求 和 的 计算 .通常 ， 由 于 计算 
的 困难 ， 一 般 只 求 出 二 、 三 项 ， 这 在 小 (RA) 参数 时 是 较 准 确 的 ， 
“ 但 当 参 数 适中 时 ,收敛 变 慢 ， 其 至 发 散 或 近似 程度 变 差 . 因此 ,我们 
要 通过 分 析 其 奇 点 的 位 置 与 性 质 ， 提 出 改进 级 数 的 措施 ， 加 快 收敛 
速度 ， 扩 大 级 数 解 的 适用 范围 ， 本 章 的 目的 主要 研究 如 何 改 进 已 经 
得 到 的 延伸 了 的 摄 动 级 数 . 内 容 安 排 如 下 ， 首先 将 级 数 求 和 的 概念 
拓 广 ， 讨 论 发 散 级 数 广 义 和 的 定义 与 计算 ， 然 后 研究 级 数 的 奇 性 分 
析 ， 在 此 基础 上 再 来 讨论 级 数 解 收敛 性 改进 与 解析 延 拓 的 方法 , 


9.1 发 散 级 数 求 和 


由 于 在 我 们 的 思想 中 ， 认 为 级 数 和 就 是 部 分 和 的 极限 ， 这 样 一 


个 概念 是 根深 蒂 因 的 . 所 以 ,对 什么 是 渐 近 级 数 , 什么 是 发 散 级 数 的 
和 ,这 些 新 概念 往往 是 不 容易 理解 的 . 因此 , 我 们 必须 要 冲破 传统 观 
念 ,才能 接受 发 散 级 数 和 的 定义 (Kline 1972). 但 这 种 定义 绝 不 是 杜 
RK, 我 们 要 求 它 必 须 是 原先 意义 上 级 数 和 的 拓 广 . 也 就 是 说 , 在 新 
的 定义 下 ， 收 和 敛 级 数 的 和 必须 是 与 原先 定义 的 和 相 一 致 ， 这 种 求 和 
法 ， 我 们 称 为 是 正则 的 ， 这 样 的 和 我 们 叫 广义 和 (Titchmarsh 1952, 
李 家 春 1981 b). 

现在 列举 下 述 几 种 正则 求 和 法 的 定义 : 

1. Abel 求 和 法 ， 已 知 级 数 

Sa, (9.1.1) 


n=0 


TULLELE . 
` ant” (9.1.2) 
n=0 


: 328 * 


a er € 


该 级 数 在 0 < z < 1 时 收敛 于 f(z), 且 存 在 极限 
lm, f(z) 一 4 | (9.1.3). 


.我 们 称 该 极限 A 为 级 数 (9.1.2) 的 Abel J^ XM. 由 'Abel EM, R 
们 知道 Abel 求 和 是 正则 的 ， 上述 定义 显然 与 Euler 认为 级 数 的 和 
是 导出 这 个 级 数 的 函数 的 值 的 概念 是 一 致 的 ， 这 里 ， 采 用 了 “ 值 ” 
这 个 词 ， 就 比 “ 和 ”这 个 词 要 好 理解 得 多 了 . 

”2. Cesaro 求 和 法 : 已 知 级 数 (9.1.1), 我 们 由 该 级 数 的 序列 {an} 
“构成 新 的 序列 | | 


( aotat: tan CP = s 


| ay 
1 0 0 0 1 S 
sQ = s + 59 +...+ S. C$ = 


* * r:a. t 


(9.1.4) 
st? - st» + s07» pel ste» 
O St 
名 十 了 
T 
式 中 | 
n+r \ (ncr)noar-1):---(n4 1) 
r E r! 
noot, LL: 
lim. CP? = S(C,r) (9.1.5) 


存在 ， 我 们 称 该 级 数 为 第 7 次 Cesaro 可 和 的 ， 其 和 为 S(C,r). 由 


于 
rt+n-l), 
-p+ (T ste C ES 
n 
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又 有 


uni (z) (Ur Ur 

0 1 n n 

所 以 ， 这 是 部 分 和 的 带 权 平 均值 求 和 ， 若 7 二 1 即 算 术 平均 求 和 . 
E S(C,r) 存在 ， 我 们 可 证 明 S(C,r +1) 亦 存在 这 里 因为 由 


ctt" _S(Cr) = l Y. sf" - s(C,7) 


r4n+1 i=0 

7 十 1 | 

Hisn- (72 sen] 

«[se- (717 ] sen | 
个 


由 于 S(C,r) 的 存在 ， Eno N 时 ， 可 使 
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MI CI 


(CHOR o rbd EZ |. 


n< N 时 ， S(C,r), COP 这 些 量 又 是 有 界 的 


[o+ - S(C,r) < 一 一 一 一 | u | | [2MN B 
Um 了 cc 
r+ [o (9:1.6) 
+n- N)e] o. 
Url 


- MN *(n- Ny] 


显然 ， 可 选择 n 充分 大 ， 使 (9.1.6) 右边 小 于 e, 这 就 证 明了 Cesaro , 
和 的 正则 性 .普通 的 求 和 为 零 次 Cesaro 和 ， 级 数 能 r 次 Cesarook - 
和 的 必要 条 件 为 an = o(n”). 
3. Borel 求 和 法 : 已 知 级 数 (9.1.1), TARRAA (9.1.2) KH 
-XERA - 
» Tra" (9.1.7) 


n=0 ^" 
显然 (9.1.7) 的 收敛 半径 比 (9.12) K. ERA (9.1.2) 有 非 零 的 收敛 
半径 ， (9.1.7) SUITE ERG f(z). ERI 


B(z) = [e f(tz)dt (9.1.8) 
0 


我 们 称 B(1) 为 原 级 数 (9.1.1) 的 Borel 和 S(B). 显然 我 们 有 


~ y anr” (9.1.9) 
n= 二 0 
这 只 要 估计 余 项 即 可 证 明 这 一 点 . 


[RN 人 = e -È Qm 


二 人 seo 


n=0 


<M fe (zty N Hdt = O(r* +!) 
0 
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所 以 ， 这 是 求 渐 近 展开 之 道 演 .在 收敛 圆 内 ， (9.1.9) 因 逐 项 积分 定 
理 可 取 等 号 , 因此 Bore 和 是 正则 的 , 但 它 将 和 的 意义 拓 广 到 (9.1.9) 
右边 不 收敛 的 情况 了 . 


此 外 , 还 有 Euler 求 和 法 ，Holder RAE, KFAR. 下 面 , 要 


用 几 个 例子 来 说 明 如 何 应 用 上 述 这 些 新 定义 来 求 发 散 级 数 之 和 的 . 
[ 例 9.1.1] S-i-1-c1-1-4-- 


| | 1 
— 1 . — 2 — 3 ee 一 i —— Z — 
S(A) = ,üm (1 TZ 十 一 2 十 …) EN Ti (9.1.10) | 
由 于 , ; 
a) a) .. 
Cap 2k - 1' Casa 2k -- 2" 
所 以 
1 | | 
- (1) 一 二 
S(C,1) — lim C. 一 j (9.1.11) : 
à 
再 求 Borel 和 . 
z2 
zj) 三 1 一 z2 十 二 一 一 ee 
2! 
S(B) = | eet. == 2 (9.1.12) 


0 


可 见 三 个 定义 的 和 是 一 致 的 . 
[ 例 9.1.2] 5—1-243-4--. XB, Abel 求 和 法 失 
效 ， 可 用 Cesaro 求 和 法 ， 至 少 要 2 次 以 上 Cesaro fl. 


nin 十 1) 


sQ zs = > (9.1.13) 
故 | 
n(n 4- 1) 
- Bm COL y 2 .1 | 
S(C,2) — Jim Cin = im On42)Unii) 4 (9.1.14) 
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TRE tito 9 CFL EM re 9C ^ EC 


OR 之 极限 信也 是 1/4. 同样 地 ， 可 用 Borel 方法 求 和 


3z2 d, 
f(z) 2-1-2z- wt caque ) (9.1.15) 
x | | | 
S(B) = [ «teta -1 (9.1.16) 
dt 4 E 
o 


[ 例 9.1.3] S=0! 一 1 十 2! 一 3! 十 .… 这 个 级 数 只 能 用 Borel 
方法 求 和 . | 


S(B) = J id = 0.596347 (9.1.17) 


下 面 讨论 Euler-Maclaurin 公式 及 其 在 发 散 级 数 求 和 中 的 应 用 . 
首先 ， 我 们 简单 的 给 出 Bernoulli ZR 式 及 Bernoulli 数 的 定 


一 


-y D (9.1.18) 
0 7 | 


显然 ， 系 数 是 z 的 多 项 式 ， 我 们 称 它 为 Bernoulli EHR. z=0 
时 ， , » pn 
a = È pn(0) (9.1.19) 
n=0 ^" 


我 们 称 pn(0) 为 Bernoulli 数 ， 简 写 为 pn. 由 于 

| t t t,t 
ERKA, H 
| E001 (71) Bn os 
a-Qqtg7l* » ———[Ó (9.1.20) 
比较 (9.1.19), (9.1.20) RT Áll, eo — 1, $1 一 二 ， Q2n41— 0, Pn = 
(—1)**B,. Bernoulli 数 的 递 推 公式 为 


(e+1i7 一 on=0 n—2,3,.- (9.1.21) 
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再 将 o 的 稼 次 改 成 下 标 即 可 .依次 可 得 Bernoulli 数 为 


1 |. 1 |. 1 | 1 . 9 
Y2 一 6， P4 = 30 ， Y6 = 12 Q8 = 30 ， 710 — o6 ? 
Beronulli 多 项 式 为 
|Qn(z) = (pz) , n= 0,1,... (9.1.22) 


同样 将 上 式 中 yp 的 寡 次 改 成 下 标 即 可 ， 一 般 地 ， 我 们 有 公式 


(-1) (98)! 9. 1 
Pn 2 idm ; n 0 (9.1.23) 
zl 


它 不 仅 可 以 计算 X , 而且 可 以 估计 n> 00 时， Bernoulli 数 


L 
的 量 阶 ， 由 于 Y us ~ O(1), 所 以 


Pn = O lo] (9.1.24) 


现在 我 们 不 予 推导 ， 直 接 给 出 下 列 Euler-Maclaurin 4 x. 


"P F(a) 
F(x)dr =h 2 t F(a ch) 十 


F'(a 十 me] 
F — LT LL 
3-F(a -F (m — 1)À) 十 2 (9.1.25) 
n pah? 


A (2k)! 
- FO-9(a)] + Ra 


[FD (a + mh) 


式 中 
n+l 1 
Rr = aar | 001 D FC) (a + hs + ht)dt 
0 n-—o 
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Ci 


|t tz iata L Erb da 


0«s«l1. 在 上 式 中 , 由 于 和 式 中 的 系数 含 Bernoulli 5t, 为 O(2k!), 
往往 会 导致 级 数 发 散 ， 但 当 m SES, Addo, ANO h 讲 是 高 
阶 小 量 . 因此 ， 这 是 一 个 渐 近 级 数 ， 即 


HP Firda ~h E + F(a+h)+ 


-F(a 4 (m — 1)h) Fla + mh) t mh) 


(9.1.26) 


20 h?* | 
_ P2k | FG D(a + mh) 


-Fee- Do) h 0 


这 里 亦 有 一 个 最 佳 截断 问题 ， Euler-Maclaurin 公式 (9.1.26) 可 应 
用 于 求 和 及 积分 ， 举 例如 下 : 

[ 例 9.1.4] Stirling 公式 的 高 阶 近似 . 令 w = 0, h—1, F= 
In(1 + £) 代入 公式 (9.1.26) 


l- 
J In(1 + t)dt ~ 7; 1n1-In24 --- 


o 


l pd 1 
] ij 1 ——— — I 
*inmts n(m 4 1) 一 I rl 7 3:4(m E13 
96 | P8 Pe 
5:6(m+1)5 7. 7.8(m+1) 
&m+1l=M 
nM! «(M4 5) In M - MC 22 1, 94 
| 1-2M ' 3.4M? 
(9.1.27) ! 
tI S4 IA qe | 


9-6M5 7. i 


由 第 一 章 公 式 (11.6) 知 C = z n2. 由 Bernoulli 数 ， 可 得 


1 
In M! M lInAf ~— M 1 2 | 
n ~ (i + 5) in: 十 二 ln T+ XA (0.1.28) 
od Q1 1 + 
3604/9 — 1260M5  1680M7 


'" 335 * 


了 例 9.1.5 1] 计算 Riemann-Zeta 函数 ， 其 定义 为 - 


C(s) = = Res»1 (9.1.29) 


N ^7 ,s-lo5-Nu 
1 1 s d 
C(s) = t uA J 一 一 一 一 (9.1.30) 
0 


(9.1.31) 


RAER, (T 
201 L 
(s—1)N*7! 2Ns 
p25 qas 2)(s t 1)s 
2!N**1 AN H3 . (9.1.32) 
pels + 4)(s - 3)(s - 2)(s + 1)s | | 
T EE | 


N 1 
Qs) = 2 wt 


十 


T: 


Bi (9.1.32) 便 可 进行 近似 计算 .发 散 级 数 求 和 可 以 找到 实际 应 用 : 

1. FejerzE HE: E E f(x) 处 处 连续 成 充其量 有 第 一 类 不 连续 
点 ， 其 Fourier 级 数 必 可 在 Abel 或 Cesaro 广义 和 意义 下 求 和 ， 而 
且 其 值 等 于 3 [f(z + 0) + f(e — 0), 这 是 数学 上 的 应 用 ， 

2. 由 于 实际 问题 的 渐 近 级 数 因 受 奇 点 限制 ， 所 以 在 接近 收敛 半 
径 时 收敛 缓慢 ， 在 收敛 圆 外 级 数 发 散 ， 通 过 各 种 途径 改进 渐 近 级 数 
也 是 一 种 发 散 级 数 的 求 和 方法 ， 可 用 于 解决 实际 工程 问题 . 

无 论 如 何 ， 改 进 级 数 是 以 分 析 级 数 奇异 性 为 基础 的 ， 所 以 ， 下 
面 我 们 先 来 讨论 渐 近 级 数 的 奇异 性 ， 
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9.20 级 数 的 分 析 


从 复 变 函数 论 知道 ， 复 平面 上 的 任 一 之 级 数 必 有 一 收敛 回 ， 在 
KAAR, ROSE; ES PR, 级 数 发 散 ; 在 收 伍 加 上 级 数 可 以 
Ekki, ETUER (Titchmarsh 1952). 笑 级 数 的 收敛 半径 
为 . 


1 . 0n | 
R= lin Va. ni anii (9:21) 


所 以 ， 最 近 的 奇 点 必 在 收敛 园 上 ， 在 正 实 轴 ， 人 负 实 轴 上 或 不 在 实 轴 
上 ， 实 系数 的 突 级 数 其 复 奇 点 必 在 共 圈 地 出 现 ， 由 于 级 数 的 奇 点 分 
析 是 级 数 改 进 的 基础 与 前 提 . 因此 ， 我 们 先 来 讨论 如 何 确定 奇 点 的 
位 置 和 性 质 ， 这 里 介绍 三 种 方法 : 

1. 由 和 函数 的 来 分 析 

一 般 说 来 和 画 数 的 性 质 与 级 数 的 厅 异 性 并 无 确定 的 联系 ， 如 


;=> ym , 在 z-ldb AAKA, MAKEN, dE 


z = -1 处 , UMOR MERAS dn 二 = = Lew 在 z=1 


处 ， 级 数 发 散 ， 但 和 函 孝 正则 | xi jh = Zp 


z=] 处 级 数 收敛 ， 和 函数 奇异 ， 但 在 一 定 条 件 下 ， 可 以 建立 两 者 同 
关系 

定理 : 老 对 全 体 n, an 都 是 实数 , H sn = ao 十 al 十 as 十 … 十 an 一 
oo, 则 f(z) = DELE: z 二 1 处 奇异 . 


Tauber 定理 ， 若 宪 级 数 的 系数 a = ol2), H lim f(z) = 
lim anz” = 5, 则 级 数 D an — S. 
2 n=0 


Tauber 定理 可 以 推广 到 沿 z = 1 邻 域 的 任 一 正规 途径 (ED dh 
可 微 ) 趋 于 1 的 情况 . 这 项 工作 是 由 Littlewood 完成 的 (Titchmarsh 
1952). 
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2. 由 系数 的 符号 来 判断 | 

定理 : 若 对 所 有 n 都 有 an > 0, 其 中 an 为 f(z) = d 的 
系数 ， 则 z = 1 为 奇 点 . 

定理 : 若 对 所 有 n 都 有 G2» Z 0, azn+1 € O 3X az <D 02541 之 
0, 其 中 an 为 f(z) = S an2" 的 系数 , 则 z — —1 为 奇 点 (Tithchmrsh 
1952). T 

3. Domb-Sykes 图 外 推 法 

上 面 , 我 们 已 经 看 到 赛 级 数 的 系数 SESS 性 的 关系 ， 实际 上 ， 
收敛 半径 可 由 


来 确定 ， 但 是 这 个 极限 过 程 或 快 或 慢 ， 以 (n, | 2-1 为 坐标 征 往 入 
不 能 看 出 极限 值 来 。 Domb, Sykes 机 智 地 取 (二 |- 


所 得 曲线 极限 易于 进行 外 推 ， RIVE S bMS oU o A 
构成 ， 即 


f(z) ~ (Rx 3)? (40125) o 
J) ~ (Rx z)* In(R & z) (a20,12,-) ^ 
这 时 ， 对 第 -一 种 情况 ， 
On — 1 加 1 十 和 a | 
a FRU — ) | (9.2.3) | 
对 第 二 种 情况 o —0 时 ， 
an Qlq li 
T spali) (024) 
a 为 正 数 时 ， n 充分 大 : 
an lg tE) (9.2.5) 
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不 管 怎样 ， AES Domb-Sykes 图 外 推 ， 与 


- 轴 的 截 距 可 


. ün "li. 


图 9.2.1 可 以 看 出 ， 宫 种 外 推 法 是 简单 有 效 的 ， 


9.2.1 Domb-Sykes 曲线 图 外 推 法 


从 以 上 论述 可 以 看 到 ， 方 法 二 仅 适用 于 单个 实 奇 点 的 情况 ， 方 法 三 
只 能 给 出 收敛 半径 R 及 指数 o, 不 能 给 出 复 奇 点 位 置 ， 本 书 第 一 个 
作者 解决 了 有 复 共 生 奇 点 的 符号 判别 法 与 Domb-Sykes Jf I] i, 
并 讨论 了 有 多 对 奇 点 情况 的 处 理 办 法 ( 李 家 春 19822). — | 

JA EXVHE RE —9 3t AS, CSTZ BER, T 
BERAR (2.1) feci OE 828 1, 这 时 除了 eto 外 ， 不 存 
在 其 它 有 限 的 奇 点 ， F(e) 便 可 表达 为 


F(e) = A(e ^*^ — e)® + c.c. + G(e) (9.2.6) 


这 里 P(e) ERZA (2.1) 在 复 平面 上 的 解析 延 拓 . o < 0, 即 该 奇 
RO Van Dyke 讨论 的 第 一 类 奇 点 ， 对 于 另 两 类 奇 点 ， 可 进行 类 似 
的 讨论 ， co 表示 第 一 项 的 复 共 亏 部 分 ， G(e) 是 全 平面 上 除 oo 外 
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的 解析 函数 ， 如 果 oo 处 不 是 本 性 奇 点 ， 它 是 多 项 式 ， 仅 对 前 两 项 展 
开 成 宕 级 数 后 的 有 限 项 系数 的 影响 ， 所 以 当 n 充分 大 时 ， 我 们 只 在 
考虑 由 前 两 项 产生 的 系数 就 足够 了 ， 于 是 


fa =2Re |(-1)( ^ )|Ajeinfo cn 
| | (9.2.7) 
= EAA D Co D Loose + np) 


其 中 人 = ArgA— abo. 因此 ， 所 的 符号 将 由 辐 角 为 Cot nho 的 矢 
径 所 处 的 象限 来 决定 ， 一 、 四 象限 取 正 ， 二 、 三 象限 取 负 . 我 们 假定 
瞪 级 数 系数 的 符号 规律 为 | 


十 十 十 :……… CC ,十 十 十 eee (9.2.8) 
arum, msnm 


NN 
Ng Ni N2 
显然 可 得 


T T 
一 一 Na0 — 
z < 0+ ofo< 了 


| 3 
z € + (No + Ni) < 77 


所 以 
1 
(k — 2)m — Co (k + 5)7 — Co 
—7 7 < 0 TN (k = 0,1,2,---) (9.2.9) 
2, Nk c ^ 
i=0 
由 此 导出 
o = lim -一 | (9.2.10) 
—OO Y N; 
i-Ü 
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这 样 ， 我 们 便 得 到 了 如 下 的 符号 判别 法 ， 
定理 1、 摄 动 宕 级 孝 的 系数 符号 为 No 个 正 号 ， Ni 个 负 号 ， 
e , 那么 它 的 奇 点 在 eoe 处 ， 其 中 bo 由 (9.2.10) 式 确 定 。 
由 该 定理 可 见 ， Van Dyke 原先 的 法 则 仅 为 我 们 的 特例 , 当 fn 
不 变 号 时 ， Ni = oo, bo = 0, 奇 点 在 eo 处 ， 当 fa HERE URS 
M, NM -N ec 


kr 
oS ERIT T 


即 奇 点 在 一 eo 处 . | 

我 们 还 可 推断 ， N 个 正 负 号 相间 时 ， 奇 点 在 eoe N 处 ， 

下 面 ， 我 们 来 考虑 Domb-Sykes 图 外 推 法 .由 具有 复 共 思 奇 点 
的 徊 级 数 系数 表达 式 同 具有 实 奇 点 的 宪 级 系数 表达 式 进行 比较 ， 可 
见 两 者 仅 相差 一 个 2cos(Co + nbo) 的 因子 ， 而 奇 点 的 性 质 主要 是 由 
不 含 该 因子 的 系数 来 决定 的 ， 于 是 我 们 便 可 得 到 下 述 结论 . 

定理 2。 ”对 于 具有 复 共 固 奇 点 的 宕 级 数 ， 若 以 1/n IRE 
js, 以 fa cos|(n — 1)6o + Co] /fn-1 cos [n8o + Co] AAIR, Domb- 
Sykes 图 外 推 法 依然 有 效 . | 

显然 ， 当 奇 点 在 实 轴 上 即 do =0, n 时 ， 它 又 变 成 以 fa/fa- 
为 纵 举 标的 情况 了 . 

如 果 除 了 奇 点 et 外 ， 还 有 其 它 奇 点 ， 我 们 分 两 种 情形 来 讨 
ie: 

i) 在 收敛 贺 上 还 有 别 的 奇 点 . i Bog cU 处 还 有 < 8 < 
0. 这 时 ， 由 寡 级 数 解析 延 拓 的 函数 Fle) 可 表达 为 


.F(e) = A(e * — ej? + cc + B(e^ — £y? +e.c+ G(e) 
由 类 似 于 上 节 的 讨论 ， 我 们 仅 考虑 第 一 、 二 项 及 第 三 、 四 项 获得 的 
系数 就 足够 了 比较 它们 系数 an 和 bn 的 量 级 ， 由 (9.2.7) 式 可 得 


~ l'(—-a DAC 
T'(-8 +n) (-o) 
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X DX Gamma 函数 ， 由 Stirling 公 \ 式 可 知 ， 其 浙 近 表达 式 为 
WO deis 
所 以 


x 


4-4 nea B) ia B. -o (9.2.11) 
由 此 可 见 ， 当 a < 8 < 0 时 ， 上 述 比 值 以 n^7^ 的 量 阶 趋 于 无 穷 ， 
故 展开 式 的 符号 主要 由 强 奇 点 来 确定 的 ， 此 外 ， 由 于 
fn an + bn — 
fna i an 1 十 pn-1 Cm 一 1 


因此 ， Domb-Sykes 图 的 特性 也 是 主要 由 强 奇 点 项 来 确定 的 . 

对 第 二 、 三 类 奇 点 可 进行 类 似 的 分 析 ， 于 是 我 们 导出 

定理 3. ”对 于 在 同一 收 倒 圆 上 有 若干 对 复 共 上 奇 点 的 摄 动 级 
数 ， 符 号 判别 法 和 Domb-Sykes 图 示 法 所 确定 的 是 最 强 奇 点 的 位 置 
和 性 质 . 

i F(e) 在 收敛 圆 外 还 有 别 的 奇 点 .假定 在 Ret 处 有 y Br 
424, R>1,a<0,y<0, 这 时 


2 eos 元 本 (9.2.12) 


F(e) = Ale 9» — £e)? + c.c + C(Re ^^ — e)? + c.c. + Ge) 


同样 ， 比 较 第 一 、 二 项 和 第 三 、 四 项 得 到 的 系数 ， 


An 


Cn 


~ 四 TED 2 ge gn 
由 于 因子 ORT 的 存在 ， 不 管 a, 谁 大 谁 小 ， 上 式 总 趋 于 oo, 所 以 
是 以 收敛 天上 的 奇 点 为 主 . 

对 于 收敛 圆 上 是 第 二 、 三 类 的 情况 ， 结 论 相 同 ， 如 果 收 敛 加 上 
是 第 二 、 三 类 奇 点 ， 收 敛 贺 外 是 第 一 类 奇 点 ， 这 时 


F(e) = A(e™®™ —e)® log(e™® —e)+c.c.+C (Re~? -ce)? 二 cc 十 G(e) 
(9.2.13) 
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其 中 a 为 正 整 数 ， 7Y < 0, 第 一 、 一 项 的 系数 为 O( - Lu) E M. 
于 是 由 Stirling 公式 ， 可 得 


A prc ke R/V (9.2.14) 


这 时 ， 由 于 w%-” 因子 的 存在 ， ES 所 以 起 作用 的 是 负 赛 次 
奇 点 ， 所 以 ， 我 们 的 结论 是 : 

定理 4， 当 收敛 贺 上 、 牙 敛 国 外 均 有 奇 点 时 ， 如 果 它 们 是 同类 
奇 点 ， 那 么 奇 点 首先 确定 收敛 贺 上 的 奇 点 位 置 和 性 质 ， 如 果 它 们 是 
不 同类 的 奇 点 ， 那 么 奇 性 判别 法 首先 确定 负 次 宕 奇 点 的 位 置 和 性 质 
(注意 ， 第 二 、 三 类 奇 点 系数 的 量 阶 有 统一 的 表达 式 O(— ), 故 可 
看 作为 同类 奇 点 . ). 

确定 了 第 一 个 奇 点 的 位 置 和 性 质 后 ， 为 了 确定 别 的 奇 点 性 质 和 
位 置 ， 我 们 可 以 构造 一 个 新 函数 


H (e) = F(e) — A(e ?9 — e)? — cc (9.2.15) 
其 中 ABTAHGES | 
A= lim, F(cy(e- f^ —g)? (9.2.16) 


这样， 可 再 次 使 用 摄 动 级 数 的 奇 性 判别 法 来 研究 函数 H(e), 便 可 了 
E Fle 其 它 奇 点 的 位 置 和 性 质 . 
[ 例 9.2.1 ] ”圆柱 非 定常 运动 高 阶 边 界 层 解 . 
在 研究 脉冲 型 或 指数 型 加 速 运动 的 圆柱 绕 流 时 , 对 Reynolds 数 
与 时 间 进行 双重 察 级 数 展开 ， 采 用 匹配 法 可 以 获得 三 阶 边界 层 解 ， 
在 各 阶 近似 的 位 移 厚度 和 摩 阻 级 数 有 交错 的 符号 型 ， 周 期 为 14, 即 
十 十 …… 十 十 … 十 十 +( 仅 在 起 始 位 置 略 有 差异 ), 应 用 以 上 定理 可 
断言 该 摄 动 级 数 的 最 近 奇 点 位 于 6 = Pn 处 .用 下 一 节 介 绍 的 Pade 
近似 发 现 ， 一 阶 近 似 奇 点 辐 角 为 土 2.987/7, 与 理论 预测 一 致 ， 二 阶 
近似 奇 点 辐 角 为 士 3.00r/7, 所 以 两 种 方法 得 到 相同 的 结果 . 图 9.2.2 
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418 C24/25 y Pade 近似 的 极点 位 置 ， 说 明 用 以 上 定理 确定 最 
近 奇 点 的 位 置 是 正确 的 (Nam 1990). 


图 9.2.2 突然 起 动 轩 柱 摄 动 级 数 Pade 近似 的 极点 


9.3 ”级 数 收敛 性 的 改进 


”在 实际 问题 中 ， 我 们 经 常会 遇 到 缓慢 收敛 的 延伸 级 数 ， 为 了 达 
到 一 定 精确 度 ， 要 计算 很 多 项 , 工作 量 颇 大 . 采取 适当 措施 后 ， 可 以 
有 效 地 改进 它 的 收敛 性 ， 迅 速 得 到 准确 的 结果 . 下面 介绍 几 种 极 
有 用 的 方法 : / | | 

1. Cummer 变换 ， 对 于 正 项 级 数 


A= an (9.3.1) 


有 一 辅助 级 数 
B= > b, (9.3.2) 
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存在 ， 它 的 和 是 已 知 的， 而 且 满足 条 件 


lim bn =R (9.3.3) 
n00 On . 
那么 ， Cummer 变换 
Bg b, 
A-g* 2/07 qun (9.3.4) 
可 加 速 原 级 数 的 收 敏 性 ， 因 为 因子 
bn 
e» — (17 Ro, | 
显而易见 是 趋 于 去 的 . 
[ 例 9.3.1] 试 改 进 级 数 
S-iea4xt (9.3.5) 
的 收敛 性 ， 由 于 
1 f dv & 1 fdr 1 
nr=] F< È ax 


r? 
N 


(这 只 须 把 曲线 — 3 下 的 面积 同 它 的 内 外 接 矩 形 面积 和 相 比较 即 可 ) 
要 准确 到 1074 pom 104 项 . 


现 有 辅助 级 数 
De l,li,..- 
BO = +ast 1 (9.3.6) 
满足 条 件 (9.3.3) 
| lim ba =] 
n= An 


用 Cummer 变换 得 
-14 Dl 


n? 1 oc 1 
—Oon(n4- PCIE citi (n + 1)n? (9.3.7) 
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再 以 
B®) = 


1 1 1 
IE 9.3.8 
1-2.3 2.3.4 ^ 4 (9.3.8) 


为 辅助 级 数 ， 经 Cummer 变换 得 


_ 5 


7347 t22 ya TES )(n + 2) (9.39) 


因为 


] 1 1 
n(n + 1)(n +2)(n+ 3) < n?(n + 1)(n +2) ~ (n — 1)n(n + D)(n + 2) 


所 以 
l «M 1 < 1 
3N(N + DN 43) ^ a n?n +i) 2)  3(N-1N(N-1) 


取 N = 13, 余 项 介 于 0.00012 与 0.00015 之 间 ， 因 此 


12 1 


$91*22. v xij 3) (9.3.10) 
可 准确 到 107^. 
2. Shanks 变换 ， 对 于 序列 [As], 可 作 变 换 
Anai An 
A4。 1 A4， 042 
S(A4) = 一 一 - TRU REST (9.3.11) 
AAn-ı AAn 


式 中 ， AV 一 Anil — An. 由 此 可 见 ， 这 是 非 线 性 带 权 平均 米 和 ， 由 
此 ， 它 可 以 使 发 散 级 数 收敛 ， 由 (9.3.11) 立即 可 得 例 9.1.1, 例 9.1.2 
的 广义 和 分 别 为 S. os 它 对 于 过 几何 级 数 ， 可 以 改进 收 全 性 
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[ 例 9.32] 对 于 调和 级 数 
4 4 


4 
= Å — = -—— =- 0 a & ^ 9.3.12 
T 3'5 v7" (9.3.12) 


我 们 可 对 它 的 部 分 和 Sn 作 Shanks 变换 . 
X 9.3.1 调和 级 数 的 Shanks 变换 


CN 
Laser [isa [sumas | — 

; 
9 


o 


p= 


| | t5 


3.0170718 3.1420718 | 3.1415873 BEEN 
3,2523659 | 31412504 EN 


从 表 上 可 见 ， 调 和 级 数 ， 我 们 只 要 十 项 就 可 以 计算 准确 到 107 
B 7 {Ñ (Shanks 1955, Aziz 1984 , 李 家 春 1981). 
3. Richardson 外 推 ， 对 于 某 些 序列 ， Shanks 变换 效果 不 好 ， 
对 形 如 | 


m 


Sn = X ak ~ Qo Qin ! + Qon? (9.313) 
k=0 
的 级 数 ， 可 用 Richardson 外 推 法 ， 求 出 其 和 Q. 
我 们 在 第 N 项 截断 


Sn = Qo + Qin! ++ Qun 
Sny = Qo + Qi(n  1)71 9 Qu(n4 1)7N 


* o o. 9 9 9 


Sn+N = Qo Qn +N)! +- Qn(n+ N) 
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由 Vandermonde 行列 式 性 质 可 得 
N S, RYN (—1)EtN 
Qo= Y. HR 十 大) (-1) 


(N — Ey (9.3.14) 


k=0 

BR N, n 增加 ， Qo 不 断 接近 于 lim Sn. 可 以 用 此 方法 计算 » 
Stirling 公式 等 等 (Bender et al. 1978). 

4. 奇 性 析出 法 与 级 数 补 全 法 

如 果 我 们 已 经 正确 判断 了 器 级 数 的 奇异 性 ， 便 可 用 各 种 运算 消 
除 ， 析 出 奇 性 因子 ， 从 而 使 级 数 收 全 性 获得 改善 ， 这 里 我 们 仅 用 例 
子 来 说 明 (Aziz 1984, 李 家 春 1981, Van Dyke 1974) 
[ 例 9.3.3] Howarth 级 数 ， 外 流 为 (1— =a) 的 层 流 边界 层 
” 摩 阻 为 : 


y 


1 
Cr = g7 (1.328242 — 1.02054z 


—0.06926z? — 0.0560z? — 0.0372z* — 0.0272z? 


—0.0212z5 — 0.017427 — 0.0147z — ...) (9.3.15) - 


括号 中 级 数 在 0.96 处 有 1/2 阶 奇 性 ， 可 将 上 述 级 数 平方 
1 
Cf = gt (1.764227 一 2.7110527 + 0.8575127z” 
—0.00742? 十 0.0203z4 十 0.0114z? + 0.007579 


--0.0050z^ + 0.00382? + ---) (9.3.16) 


新 级 数 奇 点 仍 在 正 实 轴 上 ， 且 a —5/4, 因此 原 级 数 次 要 奇 性 为 3/4 


阶 的 ， 或 者 可 将 奇 性 析出 
| 
Cr = 7 *(0.96 — z)2 (1.355631 — 0.335537 
—0.061572z? — 0.03902? — 0.0280x* — 0.02192? 


—0.0182z? — 0.0158z7 — 0.0140z? — - --) (9.3.17) 
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括号 中 级 数 在 0.96 处 有 1/4 阶 奇 性 ， 故 可 进一步 化 为 
€,- 2i (0.96 — z)? [0.8643 + (0.96 — z) (0.495 
+0.129z + 0.07372? + 0.06292? + …)| (9.3.18) 


这 时 计算 z = 0.94 处 的 值 比 原 级 数 要 精确 5 倍 . | 

由 于 我 们 已 知 上 述 级 数 的 行为 ， 可 以 将 有 限 项 延伸 至 无 穷 ， 其 
最 后 一 项 应 与 (x — 0.96)!/* 的 同 次 竹 项 有 相同 的 系数 .这 样 一 来 ， 
我 们 可 得 | 


| 1 | 
C, = z777 (0.98 ~ x)!/?[0.660(0.96 — 2)!/4 
十 0.702332 — 0.165154z + 0.00489z2 十 0.00142? 


七 0.0009z4 十 0.0007z5 + 0.0004z + 0.000127] (9.3.19) 


它 在 x = 0.94 时 取 0.0292, 同 测量 什 0.0289 误差 仅 196, 比 上 述 所 ， 


有 方法 更 为 精确 . 
9.4 级 数 解 的 解析 延 拓 


要 进行 解 折 延 折 ， 往 往 需 要 判别 级 数 的 奇异 点 位 置 与 性 质 ， 可 
以 根据 级 数 的 符号 或 Domb-Sykes 图 外 推 法 确定 ， 请 参看 文献 (F 
家 春 1981). 

l. Euer 变换 .对 于 奇 点 在 负 实 轴 上 ， 可 采用 此 方法 ， 不 妨 假 
定 奇 点 在 z = -1 处 . 作 Euler 变换 《= 一 ,在 此 变换 下 原 级 数 
之 系数 a。 变 为 : 


do = 00, - (n — oW y (9.4.1) 


ELE, RER 25-1 AAAA, HUGE (o9) X 
散 ， 现 在 将 该 段 直线 映照 到 (2,1) 上 ， 若 原来 的 函数 在 z = ~ 右 


" 349 * 


半 平 面 没有 奇 点 ， 新 级 数 将 在 单位 圆 内 收敛 ， 这 样 ， 原 级 数 便 可 将 
适用 范围 扩大 到 (1,00) 区 间 上 去 了 . 
2. Pade Z EI (Baker 1956). 这 就 是 说 ， 用 有 理 分 式 


加 Pn (x) E | 

Ro = Q. (o) (9.4.3) | 

B VCRESURX v u 
HOED” — (9.4.3) - 

k=0 | 


式 中 Pala), Quz) DAAMA, n 次 多 项 式 ais, Y bah 
HER 


| Qu(2f(2) -Pa 人 = O(a") (944). 
LR RTUCRE GR 
| ao = Cobo 
aj = Cibo + Cobi (8.45) 
am = Cubo +- + Cobm 
以 及 | 
Cibo + Cab 4-4 Cm_ntibn =0 
mM | | (9.4.6) 


Cm+nbo 十 Cm+n-ibl Tec Cmbn =0 


”我 们 先 由 (9.4.6) 确定 bo, bi, >, bn, 再 由 (9.4.5) RH ao, a1 tame 
这 里 可 以 看 到 ， (9.4.6) 中 可 以 精确 到 一 个 常数 因子 ， 但 对 结果 并 不 
Em. | 

若 将 获得 的 Pade 逼近 Rm nla) 排 成 一 矩阵 ， 我 们 称 它 为 Pade 
X (9.4.7). 在 一 定 条件 下 ， 它 将 收敛 于 原来 的 函数 f(z), 所 以 , R 
* 950 * 


们 可 用 它 来 通 近 原 函 数 (Graves-Morris 1973, 李 家 春 1981). 
Roo, Roi, Hoo, =, RoN 
Rio, Ry, Riz, oc. Raj (9.4.7) 
Exo, Ewa, Ewa tty FN 


由 于 按 (9.4.5), (9.4.6) 计算 , 每 次 要 求解 两 组 线性 代数 方程 式 ， 
很 不 方便 ， 我 们 可 用 连 分 式 的 方法 来 递 推 ， 对 于 连 分 式 近似 : 


C 
Fn(z) = Cu 
l+ NECS 7 Cor 
l4 
CN-,cT 
et 9.4.8 
1-4 Cyx | 


上 述 连 分 式 是 Pade 近似 Ry y 或 Ryp x 前 者 N 为 偶数 ， 
后 者 N 为 奇数 ， 而 且 要 求 它 同 寡 级 数 f(x) 的 前 N + 1 项 相同 . 
根据 Pade 近似 的 唯一 性 ， 这 个 连 分 式 刚 好 构成 Pade 序列 Roo; 
Ri,0;Ri,1;R2,1;'… 现在 先 用 递 推 方法 计算 连 分 式 的 系数 Cw. 设 


oo 
Ni(z) = 》 AQz^ (9.4.9) 
n=0 . 
oo H 
Di(z) = 》 Ba" (9.4.10) 
l n=0 


式 中 令 AO = an BO =1,BO = 0(n > 1), 那么 由 下 述 公式 


十 I (i) AS 1 
AGTÜ ~ BE i d | (n=0,1,...) (9.4.11) 
£10 

| (i) | 

BC+!) 一 M (n=0,1,...) (9.4.12) 
AS 

可 以 求 出 C;: | 
C; = AU (9.4.13) 
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若 


Fwv(z) = A e | | (9.4.14) 


那么 ， Fair) 的 分 子 ， 分 母 为 


Rypi(2)= RN(s) + CNHizRN (2) — (9:44.15) 
SN+1(2) = Su (x) + CN+1TSN-1(7) (9.4.16) 


这 里 假设 R_1(x) = 0,5-1(7) = 1, Rolz) = Co Solz) 三 1, 从 连 分 
式 方法 可 以 容易 地 逐步 得 到 Pade 序列 .， (Bender et al. 1978) 
[ 例 9.4.1] RAX | 


f(z) 21-2z-3z*— Az? +- (9.4.17) 
的 Pade 序列 ， 由 递 推 公式 (9.4.11), (9.4.12) 得 


3: 9.4.1 Pade 近似 系数 递 推 襄 


AQ 1 

B® 1 

AQ 2 -3 
B 1 

AQ 一 | 
p» 3 5 (9.4. 18) 


-4 5 
0 0 


-4 5 


| 
Q5 4 (D to 
NIU 
| 
on 


AQ 
B® 
AC? 


B® -2 


Bibl, Ci 的 序列 为 1,2, 一 ,5,0,0,0,…, 再 由 分 式 (9.4.15) (9.4.16) 


2 2 
得 :Pade 序列 为 
T 
1 1 -3 : (9.4.19) 
1 十 27 1 3 1 二 2z 十 Z2 | n 
ub 
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若 取 r= 1, 我们 得 本 章 [00] 9.1.2] 的 结果 


1 As 
了 一 2 十 3 一 4 十 5 一 … (9.4.20) 


从 中 , 我 们 可 以 看 到 , 上 述 结果 不 仅 可 以 在 z 接近 于 1 时 加 速 收敛 

性 , 也 可 将 级 数 解 延 拓 到 更 大 范围 中 去 , 这 就 是 Pade 近似 的 作用 . 
3. 微分 近似 | 
这 种 方法 是 递 推 关系 法 与 Pade 近似 的 自然 推广 ， 是 迄今 为 止 “ 

最 有 效 的 分 析 级 数 的 方法 ， 其 一 般 形式 为 


i-0 


k | 
>》 Q(2) D' f(z) = P(2) (9.4.21) 


其 中 Qile), PG) 分 别 为 NN 阶 多 项 式 ， 万 为 微分 算 子 zog 

然 ， 函 数 对 数 徽 商 的 Pade 近似 为 

f (2) PCz) 

f(z) Q(z) 

递 推 关系 还 可 用 寻找 母 函 数 所 满足 的 (9.4.21) 形式 的 微分 方程 求 
解 ， 所 以 它们 都 是 微分 近似 的 特例 . 

在 式 (9.4.21) 中 的 非 齐 次 项 出 现 , 往往 可 以 用 来 消除 高 阶 奇 性 ， 

使 得 齐 次 方程 的 解 有 较 低 阶 的 奇异 性 ， 在 微分 近似 中 可 以 由 已 知 的 

f(z) 的 展开 式 , 获得 Qi(z) 的 表达 式 . 这 样 运用 第 四 章 微分 方程 的 奇 

点 分 析 方法 ， 可 以 了 解 f(z) 奇 性 行为 , 这 些 奇 点 是 Qu) 的 极点 ， 

零点 和 无 穷 ， 在 求 系数 时 ， 依 靠 计算 机 往往 是 十 分 必要 的 ， 我 们 提 


(9.4.22) 


ÁfBEHea ir IP RSeS. ARATA WS S (Guttmann 1989) 


>] 题 
9.1 ”试用 任 一 种 方法 求 下 述 发 散 级 数 的 和 - 
(1) 124-2.3--3.4 -4.5 5.6 4 --- 


(2) 0! + 2! 0! - 4! -0! 61! 9 -- 
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9.2 ”试用 Euler-Maclaurin 公式 求 正 述 级 致 ， 积 分 的 值 ， 并 估计 误 
L3 


(1) c2) = 


l 
n? 


i [28 


n-i 


o r- [s 
l 


T2 


9.3 ”试用 Cummer 变换 ， 求 


1 1 1 
Q) $—1v-z tutu 
1 1 1 
2) S=1+— +> +H 
(2) + 22.3 + 32.4 + 42.5 + 
9.4 已 知 
-5 一 一 -"T«rz«0 
c^ sin nz 
o0(Z) = 5 = 0 2 一 0 
二 一 二 0<z< 
本 一 y«m 
| 一 3722 — 2n?x — r? <0 
ol) = — y E 12 TTSA 
(7 ac "7 377? 一 2727 — r? | 
—— Ocrc«cm 
12 
分 别 在 原点 有 间断 ， 二 阶 导数 有 间断 ， 请 改进 Foureir 级 数 的 收敛 性 
nm | 
J Oo cos -77 
fa) = 2 Tn (0 < z « m) 


9.5 已 知 外 流 为 (1 一 La) 层 流 边界 层 的 摩 阻 系数 为 Howarth 级 数 


1 
Cr = 47 3 (1.328242 — 1.02054z — 0.069262? — 0.05602? 


一 0.0372z4 — 0.02722? — 0.021229 — 0.0174z7 — 0.014725) 


采用 多 种 方法 确定 奇 点 位 置 和 性 质 ， 并 加 以 改进 . 
' 854- 


~y 


ex PAAA dE i.. 


9.6 WJH Richardson 外 推 法 ， Shanks 变换 ， Maclaurin 公式 求 


1 1 
Q S=1+z tat 
(2) r(10001) 


9.7 试 导 出 z2+z-e=0 正 根 的 前 11 项 级 数 , 并 给 制 Domb-Sykes 
图 外 推 其 奇 位 置 和 性 质 ， 并 改进 级 数 性 质 . | 


9.8 WFH Euler 变换 前 后 级 数 系数 间 的 关系 ， 变换 后 后 的 收敛 范 
Hi. 


9.9 已 知 级 数 


f(e) =1.0— 0.5e + 0.833333c? — 1.905555e3 + 5.043055e4 
+14.51429e5 十 44.158916e5 — 140.2361e’ + 457.87086e3 
一 1526.744970e 十 5175.665448e 7 + o(e!!) 


请 分 析 奇 点 位 置 性 质 ， 用 Euler 变换 改进 其 收敛 性 . 
9.10 将 下 述 之 级 数 


f(e) = 1.3282 + 0.6943e — 0.1641e? 十 0.1016e3 — 0.07595e4 
3-0.06129c5 — 0.05115e* 十 0.04321e7 一 0.03647e8 


截断 至 5 项 ， 求 Pade 近似 R(2,2). 
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第 十 章 ”级 数 分 析 在 流动 问题 中 的 应 用 


前 面 已 经 指出 , 级 数 的 收敛 性 受到 了 参数 复 平面 上 奇 点 的 限制 ， 
应 当 区 分 两 种 不 同类 型 的 奇 点 ， 如 果 奇 点 发 生 在 正 实 轴 上 ， 这 种 奇 
点 往往 是 物理 原因 引起 的 ， 当 参数 接近 该 值 时 ， 会 有 新 的 物理 现象 
发 生 ， 这 种 奇 点 叫 物理 奇 点 ， 如: Mach 数 超过 1 时 会 产生 激 波 ， 
流 场 中 便 会 有 间断 5; 又 如 ， 当 水 波 的 陡 度 超过 1/7 时 ， 会 发 生 破碎 
等 等 ， 这 种 物理 奇 点 一 般 是 不 可 逾越 的 ， 虽 可 设法 改进 摄 动 级 数 的 
收敛 速度 ， 但 不 能 延 拓 到 奇 点 以 外 的 范围 中 去 ;如果 奇 点 发 生 在 负 
实 轴 或 实 轴 以 外 ， 那 么 ， 这 种 奇 点 是 非 物理 的 ， 可 以 通过 数学 上 的 
处 理 将 摄 动 解 延 拓 出 去 ， 从 而 扩大 了 摄 动 方法 的 适用 范围 .也 就 是 
说 ， 可 以 不 限于 小 参数 的 范围 ， 显 然 ， 这 是 一 件 很 有 意义 的 事情 

改进 级 数 往往 是 以 摄 动 级 数 的 渐 近 行为 为 基础 的 ， 为 了 解决 报 
动 级 数 收敛 缓慢 ， 甚 至 发 散 ， 摄 动 解 的 应 用 范围 受到 限制 的 问题 ， 
. 我们 必须 进行 两 方面 的 工作 ， 一 是 要 尽 可 能 地 将 级 数 延伸 到 足够 多 
的 项 ， 计 算 代数 软件 为 我 们 提供 了 运算 的 工具 ， 另 一 方面 ， 单 纯 地 
延伸 级 数 往往 不 能 奏效 ， 必 须 进行 级 数 的 分 析 ， 级 数 改 进 的 方法 为 
我 们 提供 了 理论 工具 ， 所 以 ， 上 一 章 的 方法 就 有 了 用 武之 地 . 

在 本 章 ， 我 们 要 用 流体 力学 中 的 具体 例子 来 说 明 级 数 分 析 理论 
的 重要 意义 首先 介绍 级 数 分 析 的 步骤 ， 并 以 Stokes 波 与 非 均匀 流 
的 相互 作用 说 明 延 伸 摄 动 级 数 到 很 高 阶 项 的 方法 与 现 有 的 计算 代数 
软件 的 使 用 ， 然 后 ， 研 究 绕 平板 和 圆 球 的 粘性 阻力 系数 和 加 速 壁面 
槽 道中 的 流动 ， 用 实例 说 明 级 数 分 析 在 流动 问题 中 的 应 用 ， 前 者 是 
奇 点 在 负 实 轴 上 的 例子 ， 后 者 是 奇 点 在 实 轴 外 的 例子 . 


10.1 波 与 流 的 非 线性 相互 作用 


上 面 的 章节 已 经 说 明了 进行 摄 动 分 析 的 主要 步骤 : 
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(1) 适当 选择 小 参数 ， 归 纳 实际 摄 动 问题 的 正确 数学 表述 ; 

(2) 用 各 种 数学 方法 和 工具 尽 可 能 地 延伸 级 数 ; | 

(3) 用 上 一 章 的 数学 理论 , 分 析 延 伸 的 摄 动 级 数 的 奇 点 和 性 质 ， 

(4) 改进 级 数 ， 加 速 收敛 性 和 扩大 其 适用 的 参数 范围 

(5) 计算 重要 物理 量 ， 同 现 有 研究 结果 比较 ， 阐 释 物 理 现象 

在 本 节 ， 我 们 要 以 波 流 的 非 线性 相互 作用 为 实例 ， 说 明 摄 动 级 
数 的 延伸 问题 ， 在 第 二 点 中 已 提 到 要 采用 各 种 方法 和 工具 指 的 是 手 
工 推导 和 依靠 计算 代数 软件 | 
“对 于 手工 推导 ， 一 种 办 法 是 求 递 推 公式 ， 包 括 各 阶 方程 ， 边 界 
“条件 和 解 ， 如 果 顺 利 ， 问 题 就 迎刃而解 和 否则， 我们 要 首先 推导 头 
两 三 项 ， 从 中 找到 规律 .这样 便 可 假定 解 的 具体 形式 ， 包 含 一 些 竺 
定 的 系数 ， 于 是 问题 就 简化 得 多 了 ， 要 是 根 本 没有 规律 ， 就 只 好 舍 
计算 机 了 .应 当 指出 ， 如 果 所 求 的 项 数 增加 ， 即 便 是 有 规律 可 循 ， 
时 间 ， 精 力也 不 允许 ， 而 且 不 可 各 免 会 出 错 ， 所 以 ， 从 事 摄 动 计算 
的 人 要 学 会 计算 代数 ， 强 调理 论 与 计算 的 结合 . 

至 于 计算 代数 软件 , MALE, W: Macsyma, Maple, Reduce, 
Mathematica 等 ， 功 能 大 同 小 异 . 要 熟悉 其 中 的 一 、 二 种 它们 同 
现 有 的 语言 有 根本 的 不 同 ， 即 其 运算 对 象 是 代数 表达 式 ， 而 不 是 具 
体 的 数 . 最 新 版 本 的 软件 有 很 强 的 功能 ， 包 括 四 则 、 乘 方 、 开 方 、 微 
分 、 积 分 、 分 式 、 多 项 式 , 初等 函数 的 各 种 运算 ， 只 要 充分 利用 就 完 
全 可 以 代替 研究 人 员 的 艰苦 劳动 . 注意 ， 这 时 你 最 好 也 要 用 手工 扒 
导 两 三 项 以 作 校 验 ， 先 得 到 各 阶 方程 ， 边 界 条 件 的 结果 ， 然 后 可 以 
猜测 解 的 形式 或 用 Runge-Kutta 方法 直接 积分 ,软件 还 可 将 得 到 的 
代数 表达 式 化 成 Fortran 或 C 语言 的 表达 形式 ， 直 接纳 入 程序 进行 
数值 计算 . 

在 本 节 ， 我 们 要 给 出 可 以 得 到 某 些 规律 的 问题 的 例子 .下 一 节 
的 例子 则 要 用 Runge-Kutta 法 求解 . 不 过 到 高 阶 时 ， 由 于 还 应 用 了 
渐 近 分 析 ， 可 以 减少 很 多 工作 量 ， 值 得 借鉴 . 

现在 我 们 来 讨论 Stokes 波 与 流 的 相互 作用 问题 .对 于 非 线 性 
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Ut, OK BD RE EE ACRES ELE EL. 变数 变换 住 往 可 以 将 自由 过 
界 问题 转化 为 固定 边界 问题 (ERE 1993). 对 于 水 波 ， 我 们 可 采用 
Dubrei- Jacordin Ea, BI Je A vo 表述 的 问题 中 ， 交 换 自 变量 
y SER V 的 位 置 ， 便 可 导出 关于 y = yle, V) 方程 与 边界 条 件 
如 下 : 

Voss — ZYzYpsiYe + (1 +yz) =0 (10.1.1) 


(+ys)yy +2ðy=c, (v — 0) (10.1.2) 


其 中 6 = (ck/g) ! 为 无 量 纲 相 速度 平方 的 倒数 ，k AR, vou 
力 加 速度 . 这 时 ， 由 于 边界 已 固定 在 少 二 0, 所 以 只 需要 用 Bernoulli 
积分 为 动力 学 条 件 即 可 . 容易 将 上 述 方法 推 | 到 考虑 表面 张力 的 情 
况 . 这 时， 边界 条 件 应 改 为 : 


1+) + 25y 26r(1 +y) =c, W=0) (10.1.3) 


X, k = Tk2/pg, T 为 表面 张力 系数 ，p 为 密度 ， 对 于 上 述 两 种 
情况 ， 我 们 可 以 假定 解 有 如 下 形式 : 


y 7 V ,ey (z, y) (10.1.4) 
I-1 
I m 
y” — Y e"? ` AQ, cos nx (10.1.5) 


mci n=0 


显然 , 上述 解 已 满足 底部 边界 条 件 , 只 需 适 当地 选择 系数 AQ, (m T 
n) 和 ACh, 使 得 它 满足 方程 和 边界 条 件 即 可 . 将 以 上 各 式 代 入 (10.1.3) 
和 (10.1.2), 由 于 包含 大 量 三 角 消 数 的 非 线性 项 ， 需 和 差 化 积 化 为 谐 
波形 式 ， 才 能 比较 同类 项 ， 就 可 以 得 到 一 系列 递 推 公式 . 我 们 依靠 
计算 代数 软件 ， 获 得 了 Stokes 波 的 24 项 解 ， 毛 细 重 力 波 的 8 项 解 
( 宋 涛 ， 李 家 春 1988a,b), 他 们 分 别 与 已 有 的 Stokes 波 的 五 阶 解 ， 
十 一 阶 解 (Fenton 1985,Hui 1982) 和 毛细 重力 波 的 五 阶 解 (Hogan 
1980,1981) 一 致 . 
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因 上 述 方法 采用 了 流 函 数 表述 ， 显 然 它 可 应 用 于 有 旋 流 动 ， 方 
程 变 成 | 
Y sz — 2yzlpsiUz 十 (1 十 yz)gyy = Q(v)y$ (10.1.6) | 


边界 条 件 保持 不 变 . 本 书 作 者 作 了 成 功 的 应 用 ， 波 与 指数 分 布 的 非 
均匀 流 的 相互 作用 就 是 一 例 (Li and Chwang 1994). 在 弱 非 线性 波 
与 弱 剪 切 的 假定 下 ， 除 了 波幅 e 外 ， 还 可 引进 一 个 表示 前 切 强度 的 
小 参数 7. 其 解 的 形式 可 表达 为 


yz, v) = m yu (x, V) + uc(2, V) + yu (t, Y) (10.1.7) 


其 中 ， Wo 和 为 纯 波 ， 纯 流产 生 的 流 函 数 ， 它 们 分 别 是 ec 和 7 的 守 
ZU. Yo 已 如 上 所 述 ， y 可 由 下 述 方程 求解 : 


Yoy = NYY (10.1.8) 
”得 到 
3 5 35 63 . 
yelp) = Y+ ne" + ri te se 5" €" 5 my es (10.1.9) 
此 外 ， Yn 为 非 线 性 相互 作用 项 e,n 的 双重 千 级 数 ， 
i+j<5 
(p= V^ Da pé (10.1.10) 
?7 二 1 


AP ys(z,V) 是 cos mz 和 exp(nv) 乘积 的 线性 组 合 ， 这 些 系数 由 
方程 和 边界 条 件 加 以 确定 . 结果 为 


y (a, y) = SNDE (10.1.11) 
其 中 ， 
cosz cos3r cos5r) 1 为 奇数 
s=] ) ii (10.1.12) 
(1  cos2r cos4zr)，i 为 偶数 | 
E = (e^, e?” ew, oto. et)" (10.1.13) 
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RP, LRT 表示 转 置 以 及 NG) 为 5 x 5 的 系数 矩阵 (Li and 
Chwang 1994). 


0. 4 
—1.0—0.8 —0.6 —0.4 —0.2 0.0 


U (m/s) 
图 10.11 — 波 流 相互 作用 的 波 流 场 理论 与 实验 比较 
由 此 得 到 的 色散 关系 : 
C 2 13 83 383 37, 1,4, 8153 ，， 
| c ttnt + 57 + igf n+ 3 十 5€ t i350 * 
61 4, 194 603 。。 874 . 
tah + Eent En lg (10.1.14) - 


同时 , 我 们 可 以 按 下 式 计 算 流 场 , u= (w), = yz/yy EA (|) 
坐标 系 转换 (z,g) 坐标 系 ， 再 同 实验 结果 比较 ， 验 证 了 本 理论 的 正 
确 性 . 尤其 是 ， 这 个 理论 已 将 相互 作用 项 分 离 出 来 , 可 以 评估 现 有 的 
工程 方法 ， 发 现 单纯 使 用 线性 登 加 的 方法 计算 流 场 ， 在 波幅 较 大 ， 
前 切 较 强 时 并 不 正确 ， 可 以 有 20% 的 误差 ， 并 导致 载荷 的 4096 的 
误差 ， 由 此 可 见 ， 在 工程 设计 中 ， 考 虑 波 流 相互 作用 是 十 分 必要 的 
(王涛 ， 李 家 春 1997). 


10.2 平板 与 图 球 粘性 阻力 系数 的 改进 


虽然 ， 边 界 层 理论 可 以 相当 精确 地 计算 大 Reynolds 数 时 的 流 
* 900 * 


EE: Reynolds 1 数 降低 时 (比如: 在 高 空 s 或 前 绿 附近 )， 其 结果 需 

要 修正 所以， 要 发 展 高 阶 边界 层 理论 ， 郭 永 怀 (1953) 研究 了 中 等 
Reynolds 数 下 的 平板 边界 层 流 动 ， 所 得 阻力 系数 得 到 很 大 改进 . 显 
然 ， 流 函数 形式 的 边界 层 方程 为 


VyVry T Vr yy Yyyy = 一 和 十 RO yer (10.2.1) 


Py  R (Wayay — hydre + payy) = —R brza (10.2.2) 


其 中 ， 速 度 分 量 u= yyt = 一 加 若 将 流 函 数 V 和 压力 D 展开 成 
e = R-1/2 的 摄 动 级 数 


yo O0 ei a P0 +... (10.2.3) - 


p= p? 十 ep 十 c5 4L... (10.2.4) | 


于 是 ， 各 阶 摄 动 方程 为 
V (9.0 一 V9 40 一 vio) | (10.2.5) 


VOV + OV — pO — (UD = Ut(z)--v(D (10.2.6) 


yyy 
边界 条 件 为 


y) =y =0 当 y=0 (10.2.7) | 
y™ = Un(z)， 当 y=o0 (10.8) | 


对 于 有 限 平板 ， 根 据 Fage 的 实验 和 Goldstein 的 分 析 ， 尾 缘 后 的 边 
界 层 流 线 几 乎 是 水 平 的， 可 见 在 各 个 区 的 位 移 速 度 为 


0, M rc«0 
V-| ge, xoci (10.2.9) 
0, Mr»1l 
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由 此 可 以 导出 势 流 的 一 阶 复 速度 为 
Qo. B do 
U iV 27 Jo TO 
| 2m ^ EV - yz 
4 y= 0, 并 取 实 部 便 可 得 到 一 阶 速 度 或 压力 梯度 代入 一 阶 流 函数 
的 方程 : 


i 


(10.2.10) 


WOUD + ADO — D — pO — yh, 
= (8/1)11/3 + 22/5 +... + (n — D)z"7?/(2n — 3) +... (10.2.11) 
其 中 ， 90 = s1? fo) n = y/V2, f 满足 Blasuis Jj fg, SEX 
YD 具有 如 下 的 形式 解 : | 


8 f,^-1/2 
y = -[z ^ fi(n) + 1/3227 faln) +... + oni) t. 
(10.2.12) 
经 简单 推导 ， 可 得 各 阶 faln) 所 满足 的 方程 及 边界 条 件 ， 


2f + fof! — 2(n — 1)füfz + (n = 1) f fa = -2 一 1) (10.2.13) 


fn(0) = f f. (0) =0, f(o0) = 1 (10.2.14) - 
在 上 述 方程 求解 以 后 ， 可 得 阻力 公式 为 


Be co n-i- 1/2 
T = pU elz 700) * 77 -y (0)... 


C; = 4a V R - oa /R 4... (10.2.15) 


其 中 ， 


(10.2.16) 
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由 h 一 1/2(fo T nfo) 可 知 fi (0). 一 0.498, Íz, tty fo 已 由 Howarth 
和 Tani 用 数值 积分 得 到 ， 它 们 分 别 为 ， 2.041, 3.177, 4.083, 5.010, 
5.800, 6.570, 7.290, 7.936. 34 n Hx 10 至 14 时 ,可 用 渐 近 分 析 结 果 


T (2/3)(3o)!/3(n — 3/4)1/ POM 


更 高 阶 函 数 的 值 可 以 用 《 函数 进行 级 数 补 全 ， 这 样 ， 修 正 的 阻力 系 
数 由 下 式 计算 ， 


Bh O B T(/3(n-1) 
Rio? (n -1y TY: T (2/3) (8o)! (n — 3/4)! (2m — 1)? 


r(1/3 I | | 


上 式 中 的 4(4/3) 可 以 如 9.1 节 中 的 方法 进行 计算 . 最 后 ， 我 们 得 到 
ai = 4.12, 这 个 阻力 修正 公式 可 以 适用 于 五 = 15 时 ， 同 实验 符合 
很 好 ( 见 图 10.2.1). | | 


2.5 
— Kuo 
^ Blasius 
2 
“8 实验 值 
© Sidrak 
~1.5 
名 | 
2 
= 


0.5 


0 
0 051 15 22.5 3 35 4 
leko 
图 10.2.1 “平板 粘性 阻力 系数 理论 与 实验 比较 


应 当 指 出 ， 更 高 阶 的 近似 在 前 缘 附 近 有 更 强 的 奇 性 ， 其 阻力 积 
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分 是 发 散 的 ， 就 是 在 这 个 问题 的 研究 中 ， Kuo(1953) 提出 后 来 为 钱 
学 森 (1956) 命名 的 PLK 方法 ， 克 服 了 前 缘 奇 异性 的 困难 . 
“现在 ， 我 们 来 看 圆 球 绕 流 的 粘性 阻力 系数 .这 是 一 个 经 典 的 问 
题 . Stokes(1851) 首先 得 到 首 项 ，Oseen(1910) 得 到 第 二 项 ，Gold- 
stein(1929) 计算 到 第 六 项 ， Van n Dyke(1970) 延伸 到 24 项 ， 结 果 
为 
236, (R/4) (10.2.19) 
R 320 
ZE, RÆUEBARÆH Reynolds XX. 尽管 已 经 得 到 一 定 长 度 的 
级 数 , 但 当 忆 为 4 以 上 时 ,精度 很 低 .原来 上 述 级 数 在 Ro = 一 4.18172 
处 有 一 个 非 物 理 的 奇 点 ， 限 制 了 级 数 的 适用 范围 ， 这 里 我 们 采用 几 
种 方法 来 改进 级 数 性 态 ， 首 先 就 会 想到 Euler 变换 


R 


e= R+ Ro 


这 时 ， 阻 力 公 式 变 为 


= 三 e! y D,e (10.2.20) 
n=0 
可 以 用 Pade 近似 于 级 数 (10.2.19), 一 般 取 M.— N +1, 比如 Ri2 
的 表达 式 为 “2 
Ro + (1 + 3/16R9) R + (3/16 — 19/1280 R9) RP? 
R(R + Ro) 

类 似 地 可 以 计算 RN,N+i, 该 序列 在 正确 值 附近 摆动 ， 迅 速 收 敛 . 
算 表 明 ， 在 Reynolds 数 1 到 50 间 ， 可 比 Euler 变换 增加 一 
度 . 如 果 把 Pade 近似 应 用 于 经 Euler 变换 后 的 级 数 (10.2.20), 结果 
还 可 以 改进 . | 

最 后 ， 根 据 级 数 奇 性 的 分 析 ， 我 们 可 以 用 级 数 补 全 法 将 级 数 
(10.2.20) 增补 成 无 限 级 数 ， 应 增补 的 项 为 


Cp = (10.2.21) 


Dn(1— HERD = (10.2.22) 
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并 要 求 式 中 R/(R + Roy? 项 的 系数 与 级 数 (10.2.20) 中 的 相应 项 相 
等 来 确定 DN. 这 个 方法 甚至 使 阻力 公式 可 应 用 到 R= oo 时 (但 仍 
AM), Cp = 1.06, 与 Stewartson 的 结果 一 致 . 由 此 可 见 ， 我 们 从 
” 仅 适 用 于 小 Reynolds 数 的 摄 动 解 出 发 ， 经 过 级 数 延伸， 改进 ， 使 结 
果 可 应 用 于 大 Reynolds 的 情况 . 而 本 节 的 第 一 个 例子 的 情况 刚好 相 
反 ， 它 是 从 适用 于 大 Reynolds 数 的 边界 层 理论 出 发 , 求 出 其 高 阶 近 
似 ， 使 结果 可 应 用 于 Reynolds 数 低 到 15 的 情况 . 由 此 可 见 级 数 改 
进 使 原来 不 可 能 获得 分 析 解 的 参数 范围 的 问题 得 到 了 解决 ， 其 作用 
实 是 令 人 惊叹 的 ! 

应 当 指 出 ， 加 球 阻力 系数 的 摄 动 级 数 是 从 Oseen 近似 出 发 得 到 
“的 正则 摄 动 解 . 如果 我 们 直接 从 Navier-Stokes 方程 出 发 ， 就 会 在 展 
开 式 中 出 现 对 数 项 ， 如 


Cp = =q + “R+ SP log R++ 0.1333? 
91 p 3 
十 ER log R — 0.0034R3 + ...) (10.2.23) 
这 是 奇异 摄 动 问题 .但 目前 级 数 改进 的 各 种 方法 对 它 还 不 适用 ， 需 
进一步 研究 ， 这 也 说 明 现 有 的 理论 还 是 有 竺 于 发 展 . 


10.3 ”加速 壁面 权 道 中 的 流动 


曾几何时 ， 人 们 对 性 质 良 好 的 级 数 不 收敛 感到 迷惑 不 解 ， 这 是 
因为 我 们 仅 把 目光 限于 实数 域 的 缘故 .如果 放 到 参数 的 复 平面 上 去 
研究 , 问题 就 迎刃而解 . 我 们 发 现 , 原来 在 实 轴 以 外 也 可 能 有 奇 点 . 
上 节 给 出 奇 点 在 负 实 轴 的 例子 ， 本 节 给 出 在 实 轴 外 奇 点 的 例子 ， 存 
在 实 轴 外 奇 点 首先 的 迹象 是 符号 型 ， 比 如 均匀 流 绕 正 弦 壁 的 有 势 流 
. dj, 在 15 项 后 , 变 成 十 -十 符号 型 ，Hancock 研究 的 角 区 强迫 层 流 流 
动 在 第 七 项 后 ， 出 现 +++- 的 符号 型 ， Cowley 给 出 的 了 脉冲 起 动 
的 圆柱 层 流 绕 流 位 移 厚 度 的 级 数 具有 十 + 十 - 的 符号 型 ; 对 初始 圆 形 
气泡 在 理想 液体 中 上 升 运动 ，Baumel 发 现 第 二 项 后 有 十 -十 -十 -十 - 
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的 符号 型 113 周期 ， 再 转 为 十 十 -十 -十 -十 ~ 等 等 (Van Dyke 1990). 
所 以 ， 摄 动 级 数 可 能 有 各 种 符号 型 . 这 里 ， 我 们 要 给 出 一 个 奇 点 在 
实 轴 以 外 ， 具 有 周期 三 符号 型 的 例子 .这 就 是 表面 加 速 平面 槽 道中 
的 流动 . 它 也 是 细 长 液 滴 或 气泡 中 流动 的 模型 (Brady 1981). 假定 
档 道 壁面 的 速度 为 Ez, 宽度 为 2a, 流体 介质 粘度 为 几 密度 为 o. 我 
们 可 按 下 述 方法 无 量 纲 化 
(u',v') = Ea(u,v), (zy) — a(z,y) P — opp =pap (10.3.1) 
由 Bernoulli 积分 可 知 ， 压 力 取 如 下 形式 表达 式 : 
p = poly) + T (10.3.2) 
这 个 问题 显然 存在 相似 解 
u-zf(y. v--f() (10.3.3) 
代入 Navier-Stokes 方程 可 以 得 到 
f" E 8 — RIF”? p fE” | (10.3.4) 
边界 条 件 是 oos : 
f(0) = f'(0) 2 f(1) 20,f (121 (10.3.5) 
| 2 | 
其 中 R= PST. 是 Reynolds $. y 方向 的 动量 方程 只 能 用 来 确定 
压力 垂直 分 布 | 
poly) = f" + RIF (10.3.6) 


尚 需 确定 z 方向 上 的 压力 系数 ， 所 以 上 述 三 阶 方程 有 4 个 边界 条 | 
fr. 考虑 到 对 称 性 ， 只 需 研究 0 < y < a 区 域 即 可 . 
假定 该 问题 的 摄 动 解 有 如 下 形式 ， 


f(y R) = Y GO" (10.3.7) 


n=0 
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可 以 得 到 


OO 


«Ray (10.3.8) 


n=0 
其 中 5 为 34 避免 计算 溢出 。 Brady(1981) 得 到 了 该 级 数 的 29 项 . 
他 还 在 R= 0 到 oo 的 范围 内 用 数值 积分 求解 ， 发 现在 R = 310 处 
有 男 两 个 分 倪 解 ， 从 速度 离线 可 见 ， 它 们 分 别 是 有 不 同 的 流动 图 案 
和 压力 系数 .根据 该 级 数 的 符号 型 ， 它 不 仅 有 短 周 期 3, 而 且 还 有 长 
周期 33, 我 们 假定 摄 动 级 数 有 如 下 形式 ， | 
f= T e (1 一 二 十 e?(1 一 < (10.3.9) 
按 Li(1982) 或 Van Dyke(1990) 的 方法 可 确定 奇 点 在 辐 角 116.326? 
处 ， 初 始 相 移 为 0.92425. 于 是 可 用 推广 的 Domb-Sykes 曲线 图 外 推 
(Li 1982), 得 到 收敛 半径 为 r=33.72 以 及 A=-27.6. 
在 进行 了 级 数 的 奇 点 分 析 以 后 ， 我 们 便 可 以 设法 来 改进 级 数 . 

这 里 采用 三 种 方法 : 级 数 补 全 法 不 成 功 . 即使 R= 68 时 ， 结 果 在 正 
确 指 附 近 振 荡 ， 且 振幅 不 断 增 加 ; 然后 ， 我 们 计算 8(R) 的 Pade 近 
似 [N/N], 除了 [11/11], [18/18] 出 现 伪 极 点 外 ， 看 来 ， Pade 近似 
使 级 数 性 态 有 很 大 改善 ， 最后， 我 们 用 Euler 变换 
QUBX 

R + Ro 
这 里 取 Ro = R coso = 15, 其 50 项 的 结果 与 Pade 近似 [12/12], 
[17/17] 的 结果 不 可 分 辨 . 从 以 上 分 析 可 以 看 到 ， 对 应 周期 3 的 符号 
型 ， Brady 级 数 在 复 平 面 上 有 一 对 复 共 辆 奇 点 ， 原 级 数 R= 20 左 
右 ， 该 级 数 迅 速 偏离 数值 解 . 用 级 数 改 进 的 方法 ， 至少 使 级 数 适用 范 
围 扩大 10 倍 以 上 . 同时 , dE R—o0,8 = -0.6, 与 数值 解 8 — 一 1.0 
尚 有 差异 . 所 以 ， 级 数 改进 的 理论 还 有 待 于 发 展 和 完善 . 


€ (10.3.10) 


习 zh 


10.1  Hoffman(1974) 把 Jansen-Reyleigh 展开 延伸 到 M! 阶 ， 当 
. " 367 a 


二 1.4 时 ， 最 大 物 面 速度 为 


m = 2.0000 + 1.16667 M? + 2.57833M4 + 7.51465M25.59041M$ 


oo 


--96.26329 M ? + 387.92345 M? + 1646M * + 7459M 16 + 


试用 各 种 方法 分 析 级 数 性 质 ， 估 算 临 界 马赫 数 ， 比 较 各 种 方法 的 优 


10.2 考察 一 端 绝热 ， 一 端 恒温 矩形 肋 有 辐射 时 的 传 热 ， 满 足下 列 
方程 : - 


d*0 
i - «0 一 %) 0 
z=0 和 =0z=19g=1 


试用 手工 或 计算 代数 软件 推导 逐 阶 方程 ， 边 界 条 件 和 解 . 
10.3 ”在 10.2 节 中 ， 应 用 公式 (10.2.18) 


e hO ,465 rtl/a) — 1) 
-2- (2n — 1)? 2» L'(2/3)(3a)!/3(n — 3/4)1/3(2n ~ 1? 


8r(1/3) 14 1 
HITORI A e 4/9) - 2, i 
”确定 系数 Cw, 用 级 数 补 全 法 计算 修正 的 阻力 系数 al, 画 出 阻力 系数 
与 Reynolds 数 的 关系 图 ， 同 实验 进行 比较 . 


10.4 小 Reynolds 数 下 ， 绕 圆 球 的 粘性 流动 阻力 系数 为 
D 6T 3 rii 


13R- gy og 


Cp = 一 二 一 = 一 (1 
PU pU?g? gU gf 120f 十 360 


30179 4 122519 
2150400 . 17203200 
试用 10.2 节 中 的 方法 来 改进 级 数 ， 比 较 用 延伸 的 级 数 与 本 题 的 级 数 
之 结果 ， 讨 论 延 伸 级 数 的 作用 . 
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R+...) 


10.5 请 用 10.3 节 中 的 方程 与 边界 条 件 
f" u B 一 Rf’? - JE” 


边界 条 件 是 
f() = f() = f) 26, f) 21 


将 f(y; B) 展开 成 R 的 摄 动 级 数 ， 导 出 各 阶 方程 与 边界 条 件 ， 从 而 
尽 可 能 地 计算 压力 梯度 以 Reynolds 数 为 参数 的 摄 动 级 数 ， 分 析 其 符 
号 型 2 
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Ww om 
A.l R7 Lagrange 公式 
定理 : E f(z) E |z- zol < po PIRE, BIO 
w = f(z) —-wo-cai(z — zo) 十， 


其 中 al x 0, Wig ZedEPE— B1 LES z = p(w) 在 |w- wo| <i 内 
单 值 解析 ， 如 果 F(z) XE |z — zo| < po 内 解析 ， 即 | 


那么 


Pie(w) = P(e)+ 3 Ta {7 (OF) e 


推论 : 若 F(z) 三 z, 那么 


edm me aer ey cu], mcm 2 


在 这 里 ， 我 们 仅 证 明 推论 ， 
由 留 数 定理 可 知 
1 qf 
ij FO 
其 中 N 为 零点 个 数 ， PARAME, RR 
rox 


xi 


— -dl = N -P (A.1.3) 


t 
= —— 0$ din f(C)dc 
— 2ni f (A.1.4) 


1 1 
7 35 f mir tx $ aArgf C) 
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说 明 积 分 值 代表 围绕 奇 点 之 圈 数 ， 由 此 可 得 推论 


”推论 1: 
AON 2 
n : bk) -. (AL 
=f P(c) t - -5 ket ax) — 2 d k) (A 1.5) 
推论 2: 


546 — 一 > Nkäk 一 » pb | | (A.1.6) 


TIE 


推论 1,2 中 ax, bx 代表 SC) tw 为 零点 或 极点 的 位 置 ， 
如 果 围 道 充分 小 ， 在 其 内 部 只 有 一 个 点 取 f(z) = w, 那么 由 扒 


Wi si E 
| w=- (A.1.7) 
因为 
w = f(z) = wo ta - z0) tax: = zo)? + (A.1.8) 
z = p(w) = zo + b1(w — wg) + bo(w — wo)^- 
代入 上 式 之 导数 
' CF) p 1 
p(w) = 271 LR w)? dc = feno wid 


~ 9ni pe qos f(Q) -w 
-元 上 t 3 G | fw 
所 以 | 
( Ç DAL xx) | 
nn — 2zi Df mf i z^ de (A.1.9) 


7 1 -— n 
T (n- t dent Vf(C) - wo 


6 一 20 
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所 以 


1 d^! 《一 20 ]" 
一 二 一 -| 一 一 一 .1. 
ni dn re A - (A-1.10) 
定理 证 毕 (Copson 1955) | 
A.2 T 函数 
EXN: WE#M t REI 
T(z) = [ ea (A.2.1) 
在 Rez > 0 Abico, MOS T 函数 ， 它 有 如 下 性 质 | 
I? T(z+1)=2zT(2) (A.2.2) 
2 rÈ) = vr | (A.2.3) 
3 PTU- z) = — (A.2.4) 


sin mz 


其 中 性 质 1? 不 难 由 分 部 积分 导出 ， 由 此 可 得 正 整 数 T(n 十 1) à. 
同时 可 知 负 整数 处 为 一 阶 极点 外 全 平面 解析 ， 由 性 质 2 可 以 获得 所 
有 半 整 数 处 的 荆 . 函 数 的 值 ， 由 Poisson 积分 


0 


r5) 与 Poisson 积分 仅 差 一 常数 便 可 导出 2. 
依靠 D 消 数 ， 我 们 可 以 计算 如 下 定 积分 (Copson 1995) 


a—1 - . T(a)F(8) | 
E n? roos- sdr = TT (A23) 
1 | 
p-111 ai . (p): Tla) 
E =a) ide = RM (A26) - 
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A.3 WRAK 
为 了 方便 微分 方程 组 的 求解 ， 我 们 引进 矩阵 消 数 的 概念 . 
首先 给 出 挎 阵 宪 图 数 与 多 项 式 的 计算 方法 由 于 已 有 矩阵 乘法 
之 运算 ， 不 难 计算 矩阵 笑 晒 数 A 及 和 矩阵 多 项 式 


P(A) = agE c a41AÀ t --- tr a4, A" (A.3.1) 


其 中 E AAMER, a(i = 1,2,- ++, n) 为 系数 ， 如 果 和 矩阵 A 可 化 
为 Jordan 块 ， 即 


A=T BT (A.3.2) 
其 中 
B= B®B,9:...8B. (A.3.3) 
X 1 | 
B; = A1 (A.3.4) 
Ai | 


式 中 @ 为 直 和 运算 记号 ， 每 个 Jordan Bt n; 阶 的 ， 可 以 得 如 下 公 
式 | 
P(A) - T! P(B)T (A.3.5) 


其 中 


PDB) 一 PUBUBPB2)@ .-- 6 P(Bx) 


PAJ PA) ZPO) o g PO 
, '(X; ! (ni-2) ( X. 
P(B;) = PA) POJ o gogi FUCO 
P(X) | 
“* POAi) 
(A.3.6). 
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TERNIR EERE RK Z f(A) 
1° Jordan REPERE, EIERE A 可 如 (3.2) 那样 分 解 ， 那 么 


f(A) = T-! f(B)T (A.3.7) 
其 中 | 
f(B) = f(B&1) e f(B2) e (Ba) | — (A.3.8) 
fo) FAJ sog 00 
f(Bi) = o o gom s (A.3.9) 
fos) 
fO) 


2 由 矩阵 多 项 式 定 义 . 

由 式 (3.9) TAN, ERFAR f(4) 完全 由 A 的 Jordan 型 及 函数 
f( 和 ) 在 X; 上 的 值 和 相应 于 阶 导 数值 (取决 于 Jordan 块 的 阶 数 ) 确 
定 ， 如 果 有 一 多 项 式 P(A) 与 f(4) 有 相同 的 谱 ( 即 相 同 的 函数 值 与 
相应 的 高 阶 导数 值 ), 那么 可 以 定义 


f(4) = P(A) (A.3.10) 


这 里 P(A) 的 形式 可 用 Lagrange - Sylvester 插值 公式 ， 辟 如， 对 单 
根 情况 


AAB) (A - AíAEY(A - A1 E) (A AE) o 
fU) = 2. LL XD 0-00. Mask TO 
(A.3.11) 

» dDSPEXAGCEX. E 


= cu | (A.3.12) 
k=0 
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E |z| < 只 内 是 收敛 的 解析 函数 ， 那 么 无 穷 矩 阵 需 级 数 


f(A) = y cA! (A.3.13) 
k=0 


在 o(A) < R VU SX, EIR IRIE EE PERS EC SA), 其 中 p(4) 为 谱 半 
f$, p(4) = max (A1, M2, À4). | 

4* 由 Dunford- Taylor 积分 定义 
由 于 


=-》 一 (A.3.14) 


在 jz| > p(4) 内 收 往 ， 可 以 证 明 


1 f(z)dz H 


eS fO) a 
cp | 2. A" = f(A) (A.3.15) 


所 以 ， 上 述 积分 就 是 矩阵 函数 f(4), 它 是 复 变 函数 中 Cauchy 公式 的 
推广 


由 上 述 定义 ， 可 以 得 到 如 下 性 质 ， 


Af(A) = f(4)A | 
(fi + fa)(A) = ACA) + fo(A) (A.3.16) 
(fa ( A) = fS CAD) | 


并 且 ， 和 矩阵 浮 数 可 像 普 通 函 数 一 样 进行 运算 ， 如 (Sirovich 1971) 


sin? A + cos? A = E 


e'^ — cos A + isin 4 

d 4 4d4 dA-! _1d4 

d z= € at at 一 — Å PER (A.3.17) 
A.4 差分 方程 


这 里 介绍 差分 运算 与 差分 方程 的 一 些 基本 概念 : 
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L 差分 运算 ， 即 离散 导数 ， 定 义 如 下 : 
Dan = Qn] — an 


2 — 
D Qn 一 Cn 二 2 一 20441 T an 


(A.4.1) 
Da, 一 > CD Ofans- 
2. 逆差 分 运算 ， 即 离散 积分 
b. = Ya; (A.4.2) 
?一 0 

3. 差分 方程 ， 即 求 离散 数列 an 的 表达 式 满足 下 述 方程 
D(wia = F |n. an, Dan,- DN -Dan] — (A.4.3) 
或 . 
Gs N = G[n,a5,a541, 7, Gn N11] (A.4.4) 


其 通 解 亦 依赖 于 n 个 常数 给 定 ao, a1,…, N 个 接续 的 值 称 为 初 值 
问题 ， 在 ni <n<naz 问 给 出 N 个 条 件 称 为 边 值 问题 ， 对 齐 次 方程 
的 边 值 问 题 ， 要 确定 特征 值 才能 有 非 零 解 ， 称 为 特征 值 问 题 ， 下 
面 给 出 常 差分 方程 的 求解 方法 : 

1” 一 阶 齐 次 线性 差分 方程 . 


0441 = p(n)as (A.4.5) 
其 解 为 | a 
on 一 al I p(3) (A.4.6) 
2 一 阶 非 齐 次 差分 方程 
an+l = p(n)an + q(n) (A.4.7) 
由 于 上 式 可 化 为 如 下 差分 方程 
Qn+1 an q(n) 


n ^ n-] 一 7n (A.4.8) 
TI PG) TI pG) H p07) 
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Qn 之 特 解 为 


a, = | [ P0) [ai + 20) 
j=l k=l TI p) 


3。 常 系数 差分 方程 

Cn+N E PN-1d5-N-1 十 … 十 poan 一 0 
令 an= r" 导出 特征 方程 

P(r) 2r" c py vr" 7! 4B po 0 


如 果 特 征 方程 仅 有 单 根 ， 其 解 为 


n Tt n 
Tis T5,7**, TN 


如 果 特 征 方程 有 单 根 ， 其 解 为 


Ty, RU, n?rj, ri, mo 
4? Euler 方程 
人 +P a ——————À (N—1) . 
Fn) ^ TINS w ^ t 


. | T(n tr) | 
ac D HF 


Qu P Tr) 
" mn T(n) 
Q)O r(r — 1) DP(n 十 了) 


" n(n*l) T(n) 


4 poân — 0 


Dr N*1 (intr) 
T'(n * r)/T(n) Tn) 


(A.4.9) 


(A.4.10) 


(A.4.11) 
(4.4.12) 
(A.4.13) 
(A.4.14) 


(A.4.15) 
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可 得 特征 方程 
r(r-1)--(r- No 1) t py-ir(r 一 1 (r- N - 2) 
十 `… 十 Dir 十 po 一 


若 上 述 方程 有 单 根 ， 其 解 为 


T(n+r)  P(n-4raj) u D(n- rx) 
T(n) ' Iin) ` ' . Tf(n) 
若 上 述 方程 有 重 根 ， 其 解 为 
I'(n 4 ri) D(n4- 71) Dl(n4 7i) 


Fwpc ^U O T 
其 中 


b(n) = ETG) lemen /Tn) 


d? | 
$»(n) = 41510) jz=n+n / T (n) 


(A.4.16) 


(A.4.17) 


(A.4.18) 


由 于 某 些 差分 方程 可 以 对 应 于 某 个 微分 方程 级 数 解 Fa) 的 系 
数 递 推 公式 ， 所 以 可 以 由 对 应 微分 方程 之 解 F(x) 来 求 老 分 方程 的 


解 ， 这 种 方法 叫 母 清 数 方法 . 
[ 8j A.4.1] 


(n 4- 2(n 十 1)ja -2 一 20，，- 3a, —0 
RBRHAW EU. 

F'-23F -3F=0 
fj: F(x) = ce? ce. BrEL. 


C C 
an = —3" + —(-1) 
n. Ti. 


E. 
[85] A.42] an2 —a5.,/a,, 取 对 数 


. lnna,-2 —21na,.1 Ina, — 0 
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(A.4.19) 


(A.4.20) 


5* 非 线性 方程 ， 通 常 可 用 变换 方法 ， 化 为 便于 求解 的 差分 万 


(A.4.21) 


所 以 
an = ete (A.4.22) 
[9] A.4.3] anı = 4a? -3an .— (las| € 1) 


可 令 an = COS În, 由 三 倍 角 公式 导出 0s = 30,, 0, = 3" 66, 其 解 为 
(Bender et al. 1978) 


an = cos(3"cos"lag) | (A.4.23) 
A.5 Hadamard 有 限 部 分 | 
若 <s 一 0 时 ， 有 渐 近 展开 
HON SUO (0 (A53) 
0 | 


存在 最 小 的 no, 使 n > no, lim fs, (e) # oo, 那么 
fin f(e) = ano lim fa(e) — — (A52). 


[ 例 A.5.1] fin sine/e? = E 


daz d 


[ 例 A.5.2 ] CT in = fin fa — — 5 
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